Capítulo 2                                                                        Texto Guía - Sistemas de Ingeniería 

CAPÍTULO 2

MODELIZACIÓN A LA PROGRAMACIÓN LINEAL
Introducción a la modelización 

En numerosas ciencias, entre ellas la construcción, se hace necesario el estudio y análisis de fenómenos del mundo real, y por ello se hace necesaria la aplicación del método científico a este estudio. Como acabamos de ver con anterioridad una de las fases de la aplicación del modelo científico se basa en la construcción del modelo o formulación de hipótesis. En nuestro caso nos concentraremos en la construcción de modelos.


Aunque hay numerosas acepciones y definiciones de un modelo, hemos elegido la de Aracil
: “Un modelo constituye una representación abstracta de un cierto aspecto de la realidad, y tiene una estructura que esta formada por los elementos que caracterizan el aspecto de la realidad modelada y por las relaciones entre estos elementos”.

A partir de este concepto de modelo se pueden obtener distintas clasificaciones (icónico, analógicos, simbólicos, etc.). Sin embargo, solo estamos interesados en los modelos matemáticos, es decir, los modelos formales basados en lógica matemática, y se basan en un conjunto de relaciones matemáticas (tales como ecuaciones, inecuaciones, relaciones lógicas, etc.) que se corresponden con las relaciones del mundo real (tales como relaciones tecnológicas, leyes físicas, restricciones del mercado, etc.).

La importancia de la construcción de modelos matemáticos en cualquier campo de la ingeniería es evidente, no obstante vamos a enumerar alguna de ellas
:
1. La construcción de modelos revela, relaciones que no son evidentes a primera vista. Este resultado se alcanza con el mejor conocimiento que se adquiere cuando empieza a modelar, es decir, cuando mejor se va conociendo la realidad del fenómeno que se intenta representar.
2. Una vez construido el modelo matemático, es posible extraer de él propiedades y características de las relaciones entre los elementos que de otra forma permanecerían ocultas. También, es posible representar situaciones complejas que son admisibles en otro tipo de modelos, y no solo es esa posibilidad de modelización, sino también la de resolución del mismo, aunque no sea una solución analítica sino numérica (realizada por un ordenador).

3. En la mayoría de las situaciones de la ingeniería del mundo real, no es factible experimentar con la realidad, por ser prohibitivamente caro, peligroso ó, hasta, imposible. Por ejemplo, si se intenta conocer el impacto de la puesta en práctica de una determinada acción en el campo de la construcción. En este caso para evaluar las consecuencias se construye un modelo donde se puedan analizar los resultados en diversas situaciones con un costo prácticamente nulo y sin riesgos sociales ni económicos.

Es importante resaltar que un modelo esta realmente definido por las relaciones que incorpora. Estas relaciones son independientes de los datos a introducir en el modelo, ya que un modelo puede ser usado para diferentes ocasiones y en varios contextos diferentes.


Aunque acabamos de ver algunas de las ventajas de la modelización, sobre el uso de los modelos en la ingeniería hay posturas diferentes, por una parte esta las personas que ponen en tela de juicio la validez de los modelos, en tanto en cuanto no son capaces de cuantificar muchas instancias de los problemas reales, por ejemplo, el costo o utilidad social. Otros niegan su utilidad basándose en el grado de precisión de los datos a incorporar al modelo matemático.  Pero frente de estos, en otro extremos están los fervientes defensores de la modelización total para la toma de decisiones, en este caso convendría resaltar la calidad de las respuesta que produce el modelo, depende obviamente, de la seguridad de su estructura y de los datos a el incorporados, y que una excesiva confianza en ellos es peligroso. Nos vamos a entrar en esta polémica, sino que lo único que queremos es poner en manifiesto que los modelos deben usarse como una herramienta mas para la toma de decisiones y que debe valorarse en su justa medida, ya que difícilmente es comprensible un problema complejo sin una mínima Modelización, aunque también hay que reconocer que no es posible modelizar la totalidad de las situaciones reales.
El modelo que se utilizara en la matera será el modelo de optimización el cual trata de identificar un óptimo (por general, el óptimo general) del problema, es decir, buscar la mejor de las alternativas posibles, estos métodos son los que están basados en las técnicas de programación matemáticas.

Fases del proceso de modelización

Acabamos de exponer algunas ideas generales sobre los modelos. Interesa, ahora resaltar brevemente cuales son, en general, las etapas a seguir para llegar a construir un buen modelo:

1. Fase de Conceptualización.  Llegar a tener un profundo conocimiento de la realidad que se trata de modelizar, es decir, ser capaces de representar conceptualmente el problema sin ningún tipo de contraindicaciones lógicas ni de errores de análisis.

2. Fase de Formalización. Establecer de forma clara y concreta (desde el punto de vista matemático) las relaciones entre los elementos, de tal forma que, además, sea fácilmente entendible y que puedan detectar rápidamente los errores. El éxito de esta depende, obviamente, de que haya establecido correctamente la fase anterior.

3. Fase de Evaluación. En esta fase, además de establecer la forma en la que debe ser el procedimiento de resolución a emplear, será posible interpretarlo correctamente.


Para la aplicación práctica para el proceso de modelización un problema de optimización podemos seguir las siguientes reglas basadas en la experiencia:
a) Análisis del problema. Buscar o intuir los deseos del decidor (a veces no es la misma persona) de forma que se establezca cual es el objetivo que se persigue, que limitaciones existen, etc. Todo ello debe tenerse en cuenta aunque no esta formalizado, sino simplemente una relación de las diferentes condiciones.
b) Definición de las variables. Es decir, identificar las posibles decisiones. Esta es una de las fases criticas de la modelización, por ello es conveniente prestar mucha atención a esta definición. Esta fase hay que identificar (e interpretar el significado) y denominar a las variables. Este segundo aspecto, aunque puede parecer triviales también de gran importancia. Hay que denominar a las variables de forma que sean fácilmente reconocibles, es decir, que no indique que quieren representar. Mucha veces, se denominan a las variables por sencillez, 
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etc., pero estos nombres no nos informan de forma inmediata de su significado, por ello es conveniente denominarlas de forma mas coherentes, por ejemplo, si queremos identificar la cantidad de madera necesaria para producir mesas la podríamos denominar MAD-NEC. en lugar de 
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. La elección del nombre debe ajustarse a las características del decidor, y también a la longitud de caracteres admisibles por los programas de ordenador que resuelven estos problemas, por lo general seria admisible un nombre hasta de ocho caracteres.
A la hora de identificar las variables tenemos que tomar en consideración si las variables son deterministas o estocásticas, si son endógenas o exógenas, etc., es decir, ante que clase de variables vamos a tratar en el problema.

c) Identificación y formalización de las restricciones. Esta es también una de las fases importantes. Se trata en definitiva de identificar cuales son las limitaciones a las que esta sujeto el problema, y el plantearlas matemáticamente. A veces esto resulta muy sencillo. En esta fase hay que denominar e identificar a las restricciones con los nombre adecuados, de forma que sea fácil interpretar los resultados obtenidos.
d) Identificar la función objetivo. La cuantificación de los resultados que se desean alcanzar. Aunque no en todos los problemas es inmediato definir el objetivo, siempre es posible encontrar una función que permita evaluar los resultados de cada una de las acciones.


Para verificar estas condiciones, seguidamente abordaremos algunas consideraciones para llegar a concretar las fases enumeradas anteriormente, estos pasos son simplemente una derivación de las reglas del sentido común aplicadas a la construcción de los modelos.

En primer lugar, abordaremos algunos aspectos importantes sobre los modelos lineales, lo más usuales en el campo de la ingeniería, para posteriormente ir aumentando la complejidad. 
Reglas básicas de modelización

Los modelos lineales son aquellos en los que tanto la función objetivo como las restricciones son funciones lineales y por tanto son susceptibles de resolverse a través de  la programación lineal. Estos modelos, son los más conocidos y los más usados en las aplicaciones ingeniériles y por tanto resaltaremos las hipótesis básicas sobre las que se asientan este tipo de modelos. 

La primera hipótesis es la divisibilidad, es decir, todas las variables del modelo pueden tomar cualquier valor real. A efectos prácticos, si una variable no es infinitamente divisible, pero su nivel de actividad normal es muy grande en términos de sus unidades de medida, la suposición de divisibilidad puede servir como aproximación conveniente.

La segunda hipótesis es la de linealidad, estos significa:
a) Proporcionalidad en las contribuciones. La contribución individual de cada variable es estrictamente proporcional a su valor, y el factor de proporcionalidad es constante para todo el rango de valores que la variable puede tomar.
b) Aditividad de las contribuciones. La contribución total de todas las variables es igual a la suma de las contribuciones individuales independientemente de los valores de las variables.

La tercera hipótesis, aplicable fundamentalmente a los problemas de ingeniería, es la no negatividad de las variables del problema. Esta hipótesis, no es en si absolutamente necesaria, ya que para problemas más generales donde las variables puedan tomar cualquier valor, es decir, lo que se conoce como variables libres, estas pueden expresarse como diferencia de dos variables restringidas a tomar valores no negativos.
2.1 Problemas Resueltos

1. La fábrica de Hilados y Tejidos "FOTRAMA" requiere fabricar dos tejidos de calidad diferente T y T’; se dispone de 500 Kg. de hilo “A”, 300 Kg. de hilo “B” y 108 Kg. de hilo “C”. Para obtener un metro de T diariamente se necesitan 125 gr. de “A”, 150 gr. de “B” y 72 gr. de “C”; para producir un metro de T’ por día se necesitan 200 gr. de a, 100 gr. de b y 27 gr. de c.

El T se vende a Bs. 400 el metro y el T’ se vende a Bs. 500 el metro. Si se debe obtener el máximo beneficio, ¿cuántos metros de T y T’ se deben fabricar?

Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal


Modelo (Primal):
Max z = 400 x1 + 500 x 2


Sujeta a:

0.125 x1 +  0.2 x2   ≤500

0.150 x1 +  0.1 x2    ≤300

     0.072 x1 +  0.027 x2 ≤108
x1, x2 ≥0

2. La empresa "GUTIÉRREZ" tiene un sistema de producción constituido por tres secciones, a través de las cuales elabora dos productos. En la primera sección lo más que se pueden procesar son 300 unidades del artículo uno o 400 del producto dos diariamente; la sección segunda fabrica como mínimo 350 unidades del producto uno o 450 unidades del producto dos por día. La sección tercera puede elaborar hasta 400 unidades del artículo uno o 500 unidades del artículo dos diariamente.

Si los productos uno y dos generan una utilidad de Bs. 1000 y Bs. 700 respectivamente. ¿Cuántos productos de cada uno se deben fabricar para maximizar la utilidad?
Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal


Definición de variables reales:



x1: Cantidad del producto uno a fabricar por día.



x2: Cantidad del artículo dos a producir diariamente.



z : Función de utilidad de los productos uno y dos.



Modelo (Primal)::

MAX z = 1000 x1 + 700 x2


Con sus restricciones:



Primera sección:


Cuando x1= 0, x2= 400; cuando x2= 0, x1= 300



x2[image: image3.png]


 400 – 400/300 x1
4 x1 + 3 x2[image: image4.png]


 1200


Segunda sección:


Cuando x1= 0, x2= 450; cuando x2= 0, x1= 350



x2 [image: image5.png]


450 – 450/350 x1
9 x1 + 7 x2 [image: image6.png]


3150



Tercera sección:


Cuando x1= 0, x2= 500; cuando x2= 0, x1= 400



x2[image: image7.png]


500 – 500/400 x1
5 x1 + 4 x2[image: image8.png]


 2000

3. Los príncipes de Serendipity se fueron en un pequeño viaje. Ellos no podían llevar muchas maletas; Más de trescientos libras las ponían a pensar. Planearon hasta el centavo. Cuando regresaron a Ceilán Descubrieron que sus dineros estaban a punto de acabar. Cuando, para su alegría, el príncipe Guillermo encontró una pila de cocos en el suelo.

"Cada uno nos producirá sesenta rupias", dijo el príncipe Ricardo cuando pisó una piel de león. 

"Miren", gritó el príncipe Roberto. Cuando observó más pieles de león debajo del árbol. "Estas pieles nos pueden producir hasta trescientas rupias cada una, si las podemos llevar hasta la orilla del mar".

Cada piel pesaba quince libras y cada coco cinco, pero haciendo de tripas corazón pudieron llevar todo a la orilla.

La embarcación de regreso a la isla era pequeña, Quince pies cúbicos de equipaje - eso era todo.

Cada piel de león tomaba un pie cúbico, mientras que ocho cocos ocupaban el mismo espacio. Con todo el equipaje se hicieron a la mar y en el viaje calcularon lo que sería su nueva riqueza.

"Eureka", gritó Roberto. Nuestra fortuna es tan grande, que no existe otra forma de retornar así.

Con cualquier otra piel o coco que hubiéramos traído ahora seríamos más pobres. Y no sé qué le escribiré a mi amigo Horacio en Inglaterra, seguramente sólo él sabrá apreciar nuestro Serendipity.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal


Modelo (Primal):
MAX z = 60 x1+ 300 x2


Con sus restricciones:

5 x1+ 15 x2 [image: image9.png]


300

    1/8 x1+x2[image: image10.png]


 15

       x1, x2 [image: image11.png]
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4. Una empresa se dedica a la producción de pinturas para interiores y exteriores para su distribución; se emplean dos materias primas MP1 y MP2 para la producción de las pinturas. La disponibilidad máxima de MP1 es de 8 toneladas diarias y la de MP2 es de 5 toneladas por día. Los requerimientos diarios de materia prima por tonelada es la siguiente:
	
	Toneladas de materia prima por tonelada de
	Disponibilidad máxima

	
	Pintura para interiores
	Pinturas para exteriores
	diaria (toneladas)

	MP1
	3
	7
	20

	MP2
	4
	1
	9

	Utilidad por tonelada
	100000
	300000
	


El estudio de mercado ha establecido que la demanda diaria de pintura para interiores no puede ser mayor que la pintura para exteriores en más de una tonelada. Además, el estudio señala que la demanda máxima de pintura para interiores está limitada a dos toneladas por día. Cuánta pintura para interiores y exteriores debe producir la empresa todos los días para maximizar el ingreso bruto?

Variables reales:

x1: Número de toneladas diarias producidas de pintura para interiores.
x2: Cantidad de toneladas diarias producidas de pintura para exteriores.
z: Función de utilidad correspondiente a la ganancia por la venta de pintura para interiores y exteriores. 

Modelo (Primal):
MAX z = 100000 x1+ 300000 x2

Sujeta a:





3x1 + 7x2 ≤ 20





4x1 +  x2  ≤ 9






-x1 +   x2   ≤ 1

 




x1              ≤ 2






x1 ,  x2       ≥  0
2.2 Problemas Propuestos
1. Un hacendado dispone de los siguientes recursos para emplearlos en la próxima cosecha: Bs.70000000 de capital disponible, 1000 horas tractor y 50 hectáreas de tierra cultivable. Estas tierras son propias para sembrar maíz, caña de azúcar y ajonjolí; se supone que tiene a su disposición hombres suficientes y sin restricción y sus costos de producción son los siguientes: tractor e implementos Bs. 5000 la hora, mano de obra Bs. 4000 la hora, cada hectárea no sembrada Bs. 4500. Además se supondrá un costo como penalización, de un peso por cada peso no invertido. Los siguientes datos son por hectárea
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Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal
2. Un fabricante de electrodomésticos produce cuatro modelos de lavadoras L1, L2, L3 y L4. Estos aparatos constan fundamentalmente de un tambor metálico recubierto con una carcasa, el cual gira por efecto de un motor eléctrico controlado por un microprocesador electrónico.

Los modelos L1 y L3 son lavadoras con menor capacidad de carga (4 Kg.), necesitando 5 m2 de material metálico, mientras que los modelos L2 y L4 que cargan 10 Kg., requieren 8,5 m2 de material metálico. La cantidad de material metálico disponible es de 10000 m2.

Los modelos L1 y L2 llevan un motor denominado M1 y un microprocesador P1; los modelos L3 y L4 tienen un motor M2 y un microprocesador P2. El motor M1 es menos potente que el M2 y el microprocesador P1 tiene menos programas que el microprocesador P2; el material necesario para fabricar los motores puede obtenerse prácticamente sin limitación.

Los motores se ensamblan en una nave de montaje con una capacidad de trabajo de 3000 horas, siendo requeridas una hora para montar un motor M1 y 1,5 horas para ensamblar un motor M2. En cuanto a los microprocesadores se pueden fabricar en la propia empresa en una sección de la planta de montaje o se pueden encargar a un fabricante de material electrónico. En el primer caso, compiten con la fabricación de los motores M1 y M2 necesitando 0,3 horas la fabricación de P1 a un costo de Bs. 100000 y 0,75 horas la fabricación de P2 con un costo de Bs. 180000. En el segundo caso, el vendedor puede suministrar cualquier cantidad de P1 y P2 a un precio de Bs. 180000 y Bs. 360000 respectivamente.
Finalmente, las lavadoras se montan en otra nave de acabado con capacidad de 5000 horas, siendo preciso un tiempo de 1,5 horas para el modelo L1; 2,3 horas para el modelo L2; 3 horas para el modelo L3 y 4,2 horas para el modelo L4. Para satisfacer a todos los segmentos, el fabricante decide que la producción mínima de cada modelo sea de 300 unidades. Como dato adicional se conoce, según informe del departamento de mercadeo, que la demanda de modelos de mayor capacidad es siempre superior a la demanda de los modelos de menor capacidad, por lo que la producción combinada de los modelos L2 y L4 debe ser superior a la producción combinada de los modelos L1 y L3.

La utilidad proporcionada es de Bs.160000 para el modelo L1, Bs.170000 para el modelo L2, Bs.180000 para el modelo L3 y Bs.200000 para el modelo L4. Plantear un modelo de Programación Lineal para la planificación de la producción de las lavadoras teniendo como objetivo la maximización de los beneficios
3. El país está atravesando una aguda crisis económica a raíz del enorme incremento de la deuda externa. Uno de los efectos más visibles de la crisis es el carácter especulativo que está adquiriendo el mercado de capitales; la influencia de diversos agentes: Gobierno, Fondo Monetario Internacional, Banca Nacional y Banca Extranjera, etc., hace que los indicadores económicos (inflación, devaluación, entre otros) experimente constantes modificaciones haciendo muy poco fiables las previsiones a medio y a largo plazo. En este contexto, los inversionistas se han decantado por una política de inversión a corto y muy corto plazo como mecanismo de defensa ante la inestabilidad del mercado.

Uno de estos inversionistas está estudiando como invertir Bs. 100000000 producto de una herencia; un asesor financiero le proporciona el siguiente cuadro en el que se recogen las posibles inversiones, su rendimiento, plazo, así como dos índices de calidad de la inversión, uno proporcionado por un organismo estatal y el otro proveniente de una fuente extranjera. Para la obtención de estos índices de calidad se tienen en cuenta conceptos tales como liquidez, riesgo, etc., de difícil cuantificación; el índice estatal recorre una escala de la A a la Z, siendo A la mejor calidad, mientras que el índice extranjero califica a las inversiones en una escala de 0 a 100, siendo 100 la mejor calidad
Índice de Calidad
	Inversión
	Tipo
	Organismo Estatal
	Fuente
Extranjera
	Días
	Neto

	1
	Bonos Empresa Privada
	C
	95
	10
	3,166

	2
	Bonos Estatales
	B
	85
	15
	3,99

	3
	Deuda Publica Nacional
	A
	92
	21
	6,30

	4
	Deuda Publica Regional
	B
	90
	21
	5,94

	5
	Pagares Estatales
	A
	97
	30
	6,38

	6
	Moneda Extranjera
	D
	93
	7
	1,75


El inversionista pretende elegir su cartera de modo que alcance los máximos beneficios. No obstante, el asesor financiero le aconseja que diversifique su inversión de acuerdo con los criterios siguientes:

La cantidad colocada en inversiones estatales no debe ser superior al 70% del total invertido.

· La cantidad invertida en bonos debe ser superior a lo invertido en deuda pública. 

· La razón entre las inversiones en efectos de titularidad pública (inversiones 2, 3, 4 y 5) y las inversiones en efectos de titularidad privada (inversiones 1 y 6) deben ser a lo sumo de tres a uno.

· No debe colocarse más de un 60% en inversiones catalogadas por el organismo estatal con un índice inferir o igual a B. 

· La calidad media de la inversión según el índice de fuente extranjera debe ser como mínimo 92.

· Debido a las disposiciones legales, la cantidad máxima que puede invertirse en pagarés estatales es de Bs.4000000.

· La duración media de la inversión debe estar comprendida entre 14 y 21 días. 

Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal
4. Una empresa de confecciones puede producir 1000 pantalones o 3000 blusas (o una combinación de ambos) diariamente. El departamento de acabado puede trabajar sobre 1500 pantalones o sobre 2000 blusas (o una combinación de ambos) cada día; el departamento de mercadeo requiere que se produzcan diariamente al menos 400 pantalones. Si el beneficio de un pantalón es de Bs. 4000 y el de una blusa es de Bs. 3000. ¿Cuántas unidades se deben de producir de cada uno para maximizar las utilidades?

Plantear el anterior problema como un modelo de Programación Lineal
5. El gobierno actual requiere el máximo apoyo para que se apruebe en el Congreso el plan de desarrollo propuesto para el próximo año. A través de sus consejeros ha sabido que hay 35 parlamentarios de un grupo de coalición y 27 de otro partido que aún no han definido su voto. El presidente decide entonces concertar por teléfono a estos congresistas indecisos para convencerlos de que lo apoyen, sabiendo que tiene una probabilidad 0,9 de éxito con los miembros de la coalición y 0,6 de otro partido. ¿Cuántos parlamentarios de cada partido deberá telefonear para maximizar su probabilidad de éxito si no puede realizar un número total de llamadas superior a 30 en el actual régimen de austeridad
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