Capítulo 6                                                          Texto Guía Alumno – Sistemas de Ingeniería

CAPÍTULO 6
MODELO DE TRANSPORTE
Introducción 
Comúnmente se han considerado como un caso particular de los problemas lineales los problemas de transporte y de asignación. Pero hemos de notar que se trata en realidad de problemas de programación entera, dado que las variables que aparecen en estos problemas son variables que han de tomar valores enteros. Este tipo de problemas los vamos a tratar como problemas especiales de programación lineal, dado que su estructura especial ha hecho que se desarrollen algoritmos específicos para este tipo de problemas, más eficientes que el método símplex. No obstante, estamos más interesados en plantear su estructura que en su resolución particular. Para ello recurriremos al uso del algoritmo de símplex, aunque indicaremos diferentes programas de software donde encontrar los algoritmos particulares para este tipo de problemas.
Antecedentes del problema
La primera referencia escrita de este problema se remonta a 1781, cuando el matemático francés Gaspard Monge describe el problema de la construcción y abastecimiento de fortificaciones militares de los ejércitos de Napoleón. Monge era entonces general de los ejércitos napoleónicos. Para resolver este problema usó el método de “cortar y llenar”, es decir, ir abasteciendo las diferentes trincheras desde los depósitos de material existentes.
Formalmente, este problema aparece en 1941 cuando F.L. Hitchcock publica una solución analítica para este problema, aunque su desarrollo se produce a finales de los años 40, cuando Koopmans (un joven holandés) realiza su tesis doctoral sobre los problemas de embarque de la marina holandesa.
A partir de ese momento el campo de aplicación del problema del transporte empieza a crecer de una forma muy rápida, no solo en aplicaciones militares, sino también en el campo de la construcción, la producción, la distribución, las finanzas, etc.

Modelización del problema: hipótesis básicas
Se trata de uno de los primeros problemas que se formularon como problemas de programación entera. El problema consiste en lo siguiente: Supongamos que tenemos m orígenes (almacenes) que tienen que suministrar a n destinos (centros de consumo) un cierto producto. La capacidad de oferta de cada origen i (i= 1,...m) es ai (ai>0), mientras que la demanda de cada destino j (j=1,...n) es bj, (bj>0).
El costo de enviar una unidad de producto del origen i al destino j es Cij. El problema consiste en determinar cuantas unidades de producto deben enviarse desde el origen i al destino j, de forma que se minimice el costo de envío, y por descontado, garantizando la demanda de los destinos y no excediendo de la capacidad de los orígenes.
A las variables de decisión xij representan la cantidad enviada desde el almacén i al centro de consumo j, estas variables de decisión han de ser no negativas y enteras.
En lo sucesivo, y para el planteamiento formal del problema vamos a obviar la condición de integridad de las variables, ya que bajo determinadas condiciones podemos garantizar la existencia de una solución entera para el problema resolviéndolo como un problema lineal.
Este problema se puede comprender mejor con la ayuda de la figura 6.1 siguiente, en donde se han representado los orígenes y los destinos:
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Figura 6.1


 Por tanto, el problema se puede plantear matemáticamente como:

Función objetivo:    




Min  z  = 
[image: image2.wmf]å

å

=

=

m

i

n

j

ij

ij

x

C

1

1


Sujeto a:






[image: image3.wmf]i

n

j

ij

a

x

£

å

=

1

                    i = 1, 2,…, m 






[image: image4.wmf]j

m

i

ij

b

x

£

å

=

1

                    j = 1, 2,…, n 





xij ≥ 0                 i = 1, 2, …, m           j = 1, 2,…, n 

Donde:

 
z   = Función Costo de Transporte Total a ser Minimizada.


Cij = Costo unitario de transportar el producto del origen i al destino j.


xij = Nº de unidades del producto a transportar del origen i al destino j (i = 1, 
2,…, m y j = 1, 2,…, n).


ai   = Oferta y/o capacidad del i-ésimo origen.


bj   = Demanda y/o requerimiento del j-ésimo destino.


m   = Nº de orígenes u ofertas.


n    = Nº de destinos o demandas.

En este problema, el primer conjunto de restricciones 
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 nos esta indicando que los envíos totales de cada uno de los i orígenes no puede exceder de la cantidad disponibles en cada uno de los i almacenes. Por ejemplo, consideremos el origen 3. Para este origen la ecuación correspondiente seria la siguiente:

x31 + x32 + ..... + x3n ≤ a3

en donde x31 representa la cantidad enviada desde el origen 3 hasta el almacén 1, x32 es la cantidad enviada desde el origen 3 hasta el almacén 2, y así sucesivamente. El término independiente “a3” representa la cantidad total disponible en el origen 3, la cual -por supuesto- no puede sobrepasarse.

El segundo conjunto de restricciones del problema 
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 esta indicando que la cantidad recibida por cada uno de los j destinos no puede ser inferior a la demanda del mismo. Estas ecuaciones tienen una interpretación similar a la dada anteriormente.
La simple observación de la estructura del problema nos indica que la suma de disponibilidades en los orígenes debe ser mayor (o igual) que la suma de demandas de los destinos. En el caso contrario, es decir 
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 no se podrán satisfacer todas las demandas.

Min z = c x






Sa.:






         A x = d







 x ≥ 0
En su forma desarrollada se puede expresar:

F.o.:

Min z = C11x11 + C12x12 + …..…. + C1nx1n + ………+ Cmnxmn 

Sa.:

x11 + x12 + ……… + x1n = a1


x21 + x22 + ……… + x2n = a2


……………………………...          Restricciones de Oferta



xm1 + xm2 + ……… +xmn = am 



x11 + x21 + ……… + xm1 = b1


x12 + x22 + ……… + xm2 = b2


………………………………         Restricciones de Demanda



x1n + x2n + ……… +xmn = bn 





xij ≥ 0 

Esta formulación puede ser expresada en una matriz de costos.
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Propiedades matemáticas del problema
De este problema, podemos enunciar una serie de condiciones que garantizan diversas propiedades. 

Condición 1: 
Una condición necesaria y suficiente para que un problema de transporte tenga solución es que la oferta total sea igual a la demanda total, es decir:
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En el caso que en un problema determinado no se cumpla esta condición, es decir, la cantidad disponible sea superior a la cantidad demanda entonces podemos recurrir a incluir un “destino ficticio” que recoja este exceso. O bien, en el caso contrario, cuando la demanda sea superior a la oferta, incluiremos un “origen ficticio”. 
Condición 2:  
El problema de transporte tiene una solución factible acotada, si los ai y bj lo están. 

Condición 3: 
La matriz A de coeficientes, de orden m (filas) y n (columnas), tiene un rango igual a n+m-1 (# de variables básicas).

Condición  4:   
Un orden secuencial de al menos cuatro celdas distintas se denomina loop si:

1. Dos celdas consecutivas están en la misma columna o en la misma fila.

2. No tiene tres celdas consecutivas en una misma columna o en una misma fila.

3. La última celda de la secuencia tiene una fila o columna común con la        primera celda de la secuencia.

Las figuras siguientes muestran algunos tipos de loop en dos tablas de transporte:
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Las siguientes figuras muestran algunos ejemplos de secuencias de celdas que no conforman un loop, pues no satisfacen todas las condiciones.
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Condición  5: 
La matriz A es una matriz unimodular, lo que significa, que cualquier submatriz cuadrada de A de orden n+m-1 tiene una determinante con un valor igual a 0 o a ± 1.

Esta quinta condición nos permite garantizar que si los ai y los bj son enteros y no negativos, los valores de las variables en toda solución factible básica y entonces existe por lo menos una solución factible básica óptima que es entera.
Por tanto, a partir de esta condición ya no es necesario introducir la condición de integridad de las variables para obtener una solución óptima entera. Estas condiciones son las que han permitido desarrollar nuevos algoritmos más eficientes que el método símplex, es decir, algoritmos que emplean menos tiempo y menos iteraciones en resolver el problema. No obstante, como ya hemos comentado con anterioridad para resolver los problemas que plantearemos a continuación usaremos un programa lineal.
El algoritmo de transporte
El algoritmo de transporte sigue exactamente los mismos pasos que el método símplex (Capitulo 4). Sin embargo, en lugar de usar la tabla símplex normal, se aprovecha la estructura especial del modelo de transporte para organizar los cálculos en una forma más cómoda.
Se debe agregar que el algoritmo especial de transporte fue desarrollado por primera vez cuando la norma eran los cálculos a mano, y se necesitaba soluciones “con método abreviado”. Hoy contamos con poderosos programas de cómputo que pueden resolver un modelo de transporte de cualquier tamaño en forma de programación lineal. De hecho, TORA usa el formato de modelo de transporte sólo como fachada en pantalla, pero maneja todos los cálculos necesarios con el método símplex normal. Sin embargo, el algoritmo, además de su importancia histórica, permite tener una perspectiva del uso de las relaciones teóricas primal-dual, para llegar a un resultado práctico, de mejorar los cálculos a mano. El ejercicio es intrigante desde el punto de vista teórico.
Para hallar una solución óptima al problema planteado, se deben considerar las siguientes etapas:        
Etapa 1. Balancear el Modelo
   Es decir:

Oferta = Demanda

Etapa 2. Establecer una Solución Básica factible de inicio

Determinar el número de variables básicas (n + m – 1), después  establecer una solución básica factible de inicio utilizando algún método de los siguientes:

· Método de la Esquina Noroeste (MEN)
· Método del Costo Mínimo (MCM).
· Método de Aproximación de Vogel (MAV).
Etapa 3. Hallar la solución óptima 
Utilizando el algoritmo de transporte, empezando con la solución básica factible de inicio dada. Usar la condición de optimalidad del método símplex para determinar la variable de entrada entre todas las variables no básicas. Si se satisface la condición de optimalidad, detenerse. En caso contrario seguir en la etapa 3. Luego usar la condición de factibilidad del método símplex para determinar la variable de salida entre todas las variables básicas en ese momento, y determinar la nueva solución básica. Regresar a la etapa 2.

A continuación se desarrollan estas 3 etapas.
Balanceo del modelo
La condición necesaria y suficiente para que el modelo tenga solución factible es que la oferta debe ser igual a la demanda, es decir que debe cumplirse:
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O sea;
Oferta = Demanda
Sin embargo cuando se presenta un desbalance se debe considerar:

1. Si la oferta es mayor que la demanda, se debe añadir un centro de DEMANDA ARTIFICIAL n + 1, donde la demanda bn + 1 es igual a (Σai -Σbj), con costos igual a cero (ejemplo 6.1).
2.  Si la demanda es mayor que la oferta, se debe añadir un centro de OFERTA ARTIFICIAL m + 1, donde la oferta am + 1 es igual a (Σbj –Σai), con costos igual a cero (ejemplo 6.2).
Ejemplo de aplicación 6.1 

Problema de transporte no balanceado: Los suministros exceden la demanda.
Una determinada empresa que posee dos plantas de producción en Cochabamba y Sucre con una capacidad de almacenamiento de 350 y 600 Toneladas, respectivamente. Tiene que suministrar sus productos a tres clientes situados en Santa Cruz, Tarija y La Paz. La demanda de estos clientes es de 325, 300 y 275 Toneladas, respectivamente
.La distancia desde Cochabamba a Santa Cruz es de 538 Km., a Tarija de 1046 Km. y a La Paz de 439 Km. La distancia de Sucre a Santa Cruz es de 393 Km., a Tarija de 693 Km. y a La Paz de 673 Km. Debido a que se trata de un producto que requiere unos transportes especiales, el costo del transporte por kilómetro y tonelada es de 5 $us.
La empresa se plantea cual debe ser la cantidad a transportar desde cada almacén a cada uno de los clientes, de forma que el costo del transporte sea mínimo.
Este problema, es un ejemplo típico de transporte, aunque podemos observar que las ofertas desde los almacenes son superiores a las demandas, en este caso podríamos plantear un destino ficticio.
Observe que el suministro total = 950 Toneladas excede la demanda total = 900 toneladas por 950 – 900 = 50 Toneladas.

Para construir un modelo balanceado (suministro = demanda) creamos un punto de demanda “ficticio” con una cantidad requerida igual a 50 toneladas. Llamaremos este punto de demanda ficticio “número 4”. 
Esto produce el siguiente modelo de transporte balanceado.

Minimizar Z =  (538*5) x11 + (1046*5) x12 + (439*5) x13 + (0*5) x14 + (393*5) 

      x21 + (693*5) x22 + (673*5) x23 + (0*5) x24  

Sujeto a:




x11 + x12 + x13 + x14                                  = 350










          Restr. de oferta






              x21 + x22 + x23 + x24 = 600





x11                         + x21                            = 325




         x12                         + x22                   = 300

                                      x13                         + x23           = 275     Restr. de demanda

Ficticio                  
         x14                         + x24 = 50

xij ≥ 0 (i =1,2    y  j = 1, 2, 3, 4)

Las dos variables en esta restricción (ver la restricción resaltada) son variables ficticias. x14 y x24 en realidad representan la cantidad del producto en los puntos de suministro de Cochabamba y Sucre, respectivamente, que no es enviada. 

Ejemplo de aplicación 6.2 

Problema de transporte no balanceado: La demanda excede el suministro.
Una determinada empresa que posee dos plantas de producción en Cochabamba y Sucre con una capacidad de almacenamiento de 350 y 600 Toneladas, respectivamente. Tiene que suministrar sus productos a tres clientes situados en Santa Cruz, Tarija y La Paz. La demanda de estos clientes es de 350, 375 y 275 Toneladas, respectivamente.
La distancia desde Cochabamba a Santa Cruz es de 538 Km., a Tarija de 1046 Km. y a La Paz de 439 Km. La distancia de Sucre a Santa Cruz es de 393 Km., a Tarija de 693 Km. y a La Paz de 673 Km. Debido a que se trata de un producto que requiere unos transportes especiales, el costo del transporte por kilómetro y tonelada es de 5 $us.
La empresa se plantea cual debe ser la cantidad a transportar desde cada almacén a cada uno de los clientes, de forma que el costo del transporte sea mínimo.
Este problema, es un ejemplo típico de transporte, aunque podemos observar que las ofertas desde los almacenes son inferiores a las demandas, en este caso podríamos plantear un suministro ficticio.
Así, la demanda total = 1000 Toneladas excede al suministro total = 950 Toneladas por la cantidad de 1000 – 950 = 50 Toneladas.
Para construir una red de transporte balanceado (suministro = demanda) creamos un punto de suministro “ficticio” con una cantidad disponible = demanda – suministro = 50 toneladas. Designaremos el nuevo punto de suministro ficticio con el “número 3”. Este nuevo punto de suministro producirá tres nuevas variables ficticias: x31, x32 y x33. 
El nuevo modelo de transporte balanceado es como sigue.

Minimizar Z =  (538*5) x11 + (1046*5) x12 + (439*5) x13 + (393*5) 

                 

    x21 + (693*5) x22 + (673*5) x23 + (0*5) x31  + (0*5) x32  + (0*5) x33  

Sujeto a:




x11 + x12 + x13                                                   = 350






   x21 + x22 + x23                         = 600      Restr. de ofer.


   Ficticio



                      x31 + x32 + x33 = 50



x11                 + x21                     x31                 = 350       




         x12                 + x22                  + x32        = 375       Restr. de dem.

                                      x13                    + x23              + x33 = 275   

  
xij ≥ 0 (i =1,2,3    y  j = 1, 2, 3)

Las variables resaltadas son variables ficticias. x31, x32 y  x33; representan la cantidad de requerimientos en los puntos de demanda Santa Cruz, Tarija y La Paz respectivamente, que no es satisfecha (déficit).
Un problema de distribución o de transporte puede ser balanceado añadiendo un punto de suministro ficticio, si la demanda total excede al suministro total o añadiendo un punto de demanda ficticio,  si el suministro total excede a la demanda.
Determinación de la solución factible de inicio
Un modelo general de transporte con “m” fuentes y “n” destinos tiene m + n ecuaciones de restricción, una para cada fuente y cada destino. Sin embargo, como el modelo de transporte siempre está balanceado (suma de la oferta = suma de la demanda), una de esas ecuaciones es redundante. Entonces el modelo tiene “m + n – 1” ecuaciones independientes de restricción, lo que quiere decir que la solución básica factible de inicio consiste en “m + n – 1” variables básicas.
La estructura especial del modelo de transporte permite asegurar que haya una solución básica no artificial de inicio, obtenida con uno de los tres métodos siguientes.

· Método de la Esquina Noroeste (MEN)
· Método del Costo Mínimo (MCM).
· Método de Aproximación de Vogel (MAV).
Los tres métodos difieren en la “la calidad” de la solución básica factible de inicio que se obtienen, en el sentido de que una mejor solución básica factible de inicio produce un valor objetivo menor. En general, el método de aproximación de Vogel produce la solución básica factible de inicio, y el de la Esquina Noroeste produce la peor.
La compensación es que el método de la Esquina Noroeste implica el mínimo de cálculos.
Método de la Esquina Noroeste.

El procedimiento de la Esquina Noroeste es generalmente considerado por ser el método más fácil al determinar una solución básica factible inicial. Es también considerado por ser el menos probable para dar una buena solución inicial de “bajo costo” porque ignora la magnitud relativa de los costos Cij.
Se siguen los siguientes pasos:
Paso 1. En la posición (1,1) de la matriz asigne el valor x11 correspondiente al min (a1,b1), o sea x11 = min (a1,b1).

O sea, asignar todo los más que se pueda a la celda seleccionada. 

Paso 2. Hallar los nuevos valores de oferta 1 y demanda 1



 â1 = a1 – x11       y     ɓ1  = b1 – x11
Si â1 se hace cero, pasar a la posición (2,1) donde:

x21 = min (b1 – x11 , a2).

Si ɓ1 se hace cero, pasar a la posición (1,2) donde y 

x12 = min (a1 – x11, b2).

Es decir ajustar las cantidades asociadas a oferta y demanda restando la cantidad asignada.

Paso 3. Salir del renglón o la columna cuando se alcance oferta o demanda cero, y tacharlo, para indicar que no se pueden hacer más asignaciones a ese renglón o columna. 

Si un renglón y una columna dan cero al mismo tiempo, tachar solo uno (el renglón o la columna) y dejar una oferta (demanda) cero en el renglón (columna) que no se tacho.

Paso 4. Continuar el procedimiento partiendo de la posición asignada y llegar a la posición (m,n)

Ejemplo de aplicación 6.3

El siguiente problema tiene tres orígenes y cuatro destinos. Las ofertas en los orígenes  O1, O2 y O3 son 20, 6 y 9 unidades respectivamente. Los requerimientos en los destinos D1, D2, D3 y D4 son 5, 20, 5 y 5 unidades respectivamente. Los unitarios de envió aparecen en la siguiente tabla.
	
	D1
	D2
	D3
	D4
	Oferta

	O1
	20
	30
	40
	20
	20

	O2
	60
	30
	50
	40
	6

	O3
	20
	10
	40
	70
	9

	Demanda
	5
	20
	5
	5
	35


Entonces:
Primeramente ver si el problema esta balanceado Demanda  = Oferta. El problema esta balanceado  porque el total de la oferta y demanda total son ambos igual a 35 unidades.
El modelo de transporte esta balanceado y la meta es minimizar el costo de envió sujeto a las restricciones de disponibilidad y requerimientos. Esto es:

Minimizar Z =   20x11 + 30x12 + 40x13 + 20x14 + 60x21 + 30x22 + 50x23 + 40 x24   

   +20x31  + 10x32 + 40x33 + 70x34
Sujeto a:



x11 + x12 + x13 + x14                                                               = 20





       x21 + x22 + x23 + x24                                = 6      Restr. ofer.


   



                                        x31 + x32 + x33 + x34 = 9



x11                      + x21                            x31                           = 5       



        x12                       + x22                        + x32                   = 20    Rest. dem.

                         x13                        + x23                       + x33               = 5  


x14                        + x24                      + x34 = 5    

  
xij ≥ 0 (i =1, 2, 3    y  j = 1, 2, 3, 4)

Entonces el modelo tiene m + n  ecuaciones, entonces 3 + 4 – 1 = 6 variables básicas.
Al aplicar el procedimiento al modelo, se obtiene la solución básica factible de inicio, las flechas indican el orden en el que se generan las cantidades asignadas.
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Y así sucesivamente hasta llegar a la iteración sexta. Como se ve en la figura siguiente:
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La Solución básica factible de inicio es la siguiente:

x11 = 5, x12 = 15, x13 = 0,  x14 = 0

x21 = 0, x22 = 5,   x23 = 1,  x24 = 0

x31 = 0, x32 = 0,   x33 = 4,  x34 = 5

El costo del programa correspondiente es:

Z = 5*20 + 15*30 + 0*40 + 0*20 + 0*60 + 5*30 + 1*50 + 0*40 + 0*20 + 

0*10 + 4*40 + 5*70 =  $ 1260.

Es improbable que este plan factible sea también el plan de envió factible de mínimo costo o del método Aproximación de Vogel, ya que ignoramos la magnitud relativa de los costos unitarios en cada iteración. Observe que se necesitan seis iteraciones en el procedimiento de la esquina noroeste para construir un plan de envió factible inicial.
En general, un problema del transporte de tamaño m × n (m = números de origen y n = número de destinos) requiere a lo máximo n + m -1 iteraciones.
6.1.1.1 Método del costo mínimo.

 Este método determina una mejor solución de inicio, porque se concentra en las rutas menos costosas; este es un procedimiento que se utiliza tomando como base a las rutas que tengan el menor costo.
El procedimiento es el siguiente:
Asígnese el valor más grande posible a la variable con menor costo unitario de toda la tabla (Cij). (Los empates se rompen arbitrariamente). Táchese el renglón o columna satisfecha. (Como en el método de la esquina noroeste, si una columna y un renglón se satisfacen de manera simultánea, sólo una puede tacharse). Después de ajustar la oferta y la demanda de todos los renglones y columnas no tachados, repítase el proceso asignando el valor más grande posible a la variable con el costo unitario no tachado más pequeño. El procedimiento esta completo cuando queda exactamente un renglón o una columna sin tachar.
Ejemplo de aplicación 6.4

Considere de nuevo la red de transporte del ejemplo 6.3.
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La Solución básica factible de inicio es la siguiente:

x11 = 5, x12 = 10, x13 = 0,  x14 = 5

x21 = 0, x22 = 1,   x23 = 5,  x24 = 0

x31 = 0, x32 = 9,   x33 = 0,  x34 = 0

El costo del programa correspondiente es:

Z = 5*20 + 10*30 + 0*40 + 5*20 + 0*60 + 1*30 + 5*50 + 0*40 +    
  0*20 + 
 9*10 + 0*40 + 0*70 =  $ 870.
6.1.1.2 Método de aproximación de Vogel.
El método comienza calculando por cada columna y por cada fila el castigo o “penalty”. El castigo se calcula como la diferencia entre los dos costos menores (Cij) en la columna o en la fila según corresponda. A continuación, se determina la fila o columna con un mayor valor de castigo. Luego, se selecciona como variable básica la celda con menor costo de la fila o columna, según corresponda, y se le asigna la máxima cantidad posible.
Una vez realizada la asignación, se descarta la fila o columna cuya oferta o demanda haya sido completa. Se recalcula la demanda u oferta disponible en la fila o columna. La primera asignación se ha completado.
Se vuelven a calcular los castigos por fila y por columna y se repite el procedimiento descrito hasta completar las asignaciones posibles en la tabla.
La ventaja del método de Vogel por sobre el de la Esquina Noroeste es que va adelante algunas iteraciones y por lo tanto se obtiene una solución inicial mejor.
Eventualmente puede ocurrir que aplicando el método se llegue directamente a la solución óptima. La desventaja del método de Vogel radica en que sin duda es más complejo que el de la esquina noroeste, por lo tanto es más difícil de implementar y más proclive a errores en la aplicación.
Ejemplo de aplicación 6.5

Considere de nuevo la red de transporte del ejemplo 6.3.
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Aplicando el método de Aproximación de Vogel tenemos:
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La Solución básica factible de inicio es la siguiente:

x11 = 5, x12 = 5, x13 = 5,  x14 = 5

x21 = 0, x22 = 6, x23 = 0,  x24 = 0

x31 = 0, x32 = 9, x33 = 0,  x34 = 0

El costo del programa correspondiente es:

Z = 5*20 + 5*30 + 5*40 + 5*20 + 0*60 + 6*30 + 0*50 + 0*40 + 0*20 + 

9*10 + 0*40 + 0*70 =  $ 820.

6.1.2 Algoritmo de verificación y búsqueda del óptimo.
Una vez hallada la solución básica factible de inicio en el anterior punto, se aplican los siguientes pasos para hallar la solución óptima. Este procedimiento es iterativo y trabaja bajo los principios del método símplex.
A continuación se expondrán los pasos para aplicar el método Símplex para el problema de Transporte. La deducción y justificación detallada de cada uno de los pasos se puede encontrar en los textos de la bibliografía  de la asignatura.

Paso 1. Si el problema no esta balanceado, balancearlo. Construir la tabla de transporte. (descrita en el sección 6.5.1)
Paso 2. Encontrar una solución inicial factible por el método de la Esquina Noroeste, Mínimo Costo o el de Vogel. Verificar las “m + n – 1” asignaciones y completarlas si es necesario. (descrita en el sección 6.5.2)
Paso 3. Plantear y resolver el sistema que se obtiene a través de:

· Definir para cada fila de la tabla la variable ui con (i = 1….m).
· Definir para cada columna de la tabla la variable vj con (j = 1….n).
· Plantear para cada casilla asignada la ecuación ui + vj = Cij . Donde Cij es el costo unitario asociado a la casilla i - j.
· Asignar un valor arbitrario a una de las variables, por ejemplo u1 = 0.

Paso 4. Calcular en todas las casillas no asignadas (no básicas) eij = Cij – ui – vj. Si todos los eij ≥ 0 se ha encontrado el óptimo. Si existe algún eij < 0, incorporar la variable con menor eij siempre y cuando pueda formar un loop, en dicho caso, asignar el mayor valor posible de modo de mantener las variables básicas mayores o iguales a cero.

Paso 5. Si la solución no es la óptima, emplear la solución del paso anterior para volver a plantear y resolver el sistema (Paso 3). Seguir al Paso 4.

La variable eij representa el aporte neto unitario de la incorporación de la variable    i – j  a la base. Por lo tanto, si el problema es de maximización, la solución seria óptima si todos los eij < 0. En caso contrario, se ingresa a la base la variable con mayor eij que pueda formar un loop.
En el caso de que al emplear uno de los métodos para obtener una solución inicial falten dos o más asignaciones para completar las “m + n – 1” asignaciones requeridas, los ceros deben ser ubicados de tal forma que sea suficiente dar solo un valor arbitrario a las variables del sistema asociado a la asignación para poder resolverlo completamente.

Ejemplo de aplicación 6.6
Ilustremos el procedimiento resolviendo la tabla planteado para el problema del ejemplo 6.3.
En ese caso, mediante la Esquina Noroeste se obtuvo la siguiente solución inicial:
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Con un costo de Z = $1260

Luego, las ecuaciones se plantean en las casillas asignadas:

u1 + v1 = 20    (1)
u1 + v2 = 30    (2)
u2 + v2 = 30    (3)
u2 + v3 = 50    (4)
u3 + v3 = 40    (5)
u3 + v4 = 70    (6)

Agregando la condición u1 = 0 se obtiene de (1) v1 = 20. Luego, de (2) v2 = 30. De (3) y de (4) u2 = 0 y v3 = 50. Reemplazando en (5) se calcula u3 = –10. Finalmente, de (6) se obtiene v4 = 80. A continuación se calculan los eij en las casillas no básicas:
eij = Cij – ui – vj
e13 = 40 – 0 – 50 = – 10 

e14 = 20 – 0 – 80 = – 60
e21 = 60 – 0 – 20 =  40

e24 = 40 – 0 – 80 = – 40

e31 = 20 – (-10) – 20 =   10

e32 = 10 – (-10) – 30 = –10
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Por lo tanto, el menor eij corresponde a e14 con valor -60. Lo que significa que por cada unidad asignada a la variable x14 el efecto global neto es de -60, independientemente de que el costo asociado a dicha casilla sea de 20. Veamos si existe un loop factible y el máximo valor α que podría tomar la variable.
Por lo tanto, la variable de entrada es x14.
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Como las variables deben ser positivas, el valor de α debe ser tal que no introduzca una variable negativa a la tabla. En este caso, la condición que controla es 1 - α = 0, por lo tanto α = 1. Entonces, la variable de salida es x23.
Introducimos el valor de α = 1, entonces tendremos:
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Con un costo total mínimo de Z = $1200

Y volvemos a plantear el sistema asociado:
u1 + v1 = 20    (1)
u1 + v2 = 30    (2)
u1 + v4 = 20    (3)
u2 + v2 = 30    (4)
u3 + v3 = 40    (5)
u3 + v4 = 70    (6)

Agregando la condición u1 = 0, entonces se procede a hallar las restantes incógnitas o sea, v1 = 20, v2 = 30, v4 = 20, u2 = 0, u3 = 50 y v3 = -10, respectivamente.
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A continuación se calculan los eij en las casillas no básicas:
eij = Cij – ui – vj
e13 = 40 – 0 – (-10) = 50
e21 = 60 – 0 –   20   =  40
e23 = 50 – 0 – (-10) = 60
e24 = 40 – 0 –  20   = 20
e31 = 20 – 50 –  20 = –50
e32 = 10 – 50 – 30 = –70
Por lo tanto, el menor eij corresponde a e32 con valor -70. Veamos si existe un loop factible y el máximo valor α que podría tomar la variable.
Por lo tanto, la variable de entrada es x32.
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Como las variables deben ser positivas, el valor de α debe ser tal que no introduzca una variable negativa al la tabla. En este caso, la condición que controla es 4 - α = 0, por lo tanto α = 4. Entonces, la variable de salida es x34. 

Introducimos el valor de α = 4, entonces tendremos:
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Con un costo total mínimo de Z = $ 920
Y volvemos a plantear el sistema asociado:

u1 + v1 = 20    (1)

u1 + v2 = 30    (2)

u1 + v4 = 20    (3)

u2 + v2 = 30    (4)

u3 + v2 = 10    (5)

u3 + v3 = 40    (6)

Agregando la condición u1 = 0, entonces se procede a hallar las restantes incógnitas o sea, v1 = 20, v2 = 30, v4 = 20, u2 = 0, u3 = -20 y v3 = 60, respectivamente.


[image: image38.emf]v

1

=20 v

2

=30 v

3

=60 v

4

=20

u

1

=0 20 30 40 20

5 10 5

u

2

=0 60 30 50 40

6

u

3

=-20 20 10 40 70

4 5

35

Destinos

Orígenes

Demanda

2

3

1

6

9

Oferta

20

Matriz de costos de transporte

5 20 5 5

1 2 3 4


A continuación se calculan los eij en las casillas no básicas:

eij = Cij – ui – vj
e13 = 40 – 0 – 60 = –20 

e21 = 60 – 0 – 20 =  40

e23 = 50 – 0 – 60 = –10

e24 = 40 – 0 –  20   = 20

e31 = 20 – (-20) –  20 = 20
e34 = 70 – (-20) – 20 = 70

Por lo tanto, el menor eij corresponde a e13 con valor -20. Veamos si existe un loop factible y el máximo valor α que podría tomar la variable.

Por lo tanto, la variable de entrada es x13.
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Como las variables deben ser positivas, el valor de α debe ser tal que no introduzca una variable negativa a la tabla. En este caso, la condición que controla es 5 - α = 0, por lo tanto α = 5. Entonces, la variable de salida es x33. 

Introducimos el valor de α = 5, entonces tendremos:
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Con un costo total mínimo de Z = $ 820

Y volvemos a plantear el sistema asociado:

u1 + v1 = 20    (1)

u1 + v2 = 30    (2)

u1 + v3 = 40    (3)

u1 + v4 = 20    (4)

u2 + v2 = 30    (5)

u3 + v2 = 10    (6)

Agregando la condición u1 = 0, entonces se procede a hallar las restantes incógnitas o sea, v1 = 20, v2 = 30, v3 = 40, v4 = 20, u2 = 0 y u3 = -20, respectivamente.
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A continuación se calculan los eij en las casillas no básicas:

eij = Cij – ui – vj
e21 = 60 – 0 – 20 =  40

e23 = 50 – 0 – 40 = 10

e24 = 40 – 0 –  20   = 20

e31 = 20 – (-20) –  20 = 20
e33 = 40 – (-20) – 40 = 20

e34 = 70 – (-20) – 20 = 70

Resolviendo el sistema, se determina que todos los eij son positivos, por lo tanto la incorporación de cualquier variable a la base aumentara el valor total de la función objetivo. Como el problema es de minimización, se ha alcanzado el óptimo.

Por lo tanto, la tabla final queda en la 3ª iteración:
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La Solución óptima es la siguiente:

x11 = 5, x12 = 5, x13 = 5,  x14 = 5
x21 = 0, x22 = 6, x23 = 0,  x24 = 0
x31 = 0, x32 = 9, x33 = 0,  x34 = 0

El costo del programa correspondiente es:

Z = 5*20 + 5*30 + 5*40 + 5*20 + 0*60 + 6*30 + 0*50 + 0*40 + 0*20 + 

    9*10 + 0*40 + 0*70 =  $ 820.

Análisis de sensibilidad en problemas de transporte
A continuación se discutirá tres tipos de análisis de sensibilidad de un problema de transporte:

Variación 1. Cambios en los coeficientes de la función objetivo de variables no básicas.

Variación 2. Cambios en los coeficientes de la función objetivo de variables básicas.

Variación 3. Incrementos en una oferta y en una demanda.

Para ilustrar el análisis de sensibilidad sobre la solución óptima de un problema de transporte emplearemos la solución obtenida en la sección anterior:

[image: image43.emf]v

1

=20 v

2

=30 v

3

=40 v

4

=20

u

1

=0 20 30 40 20

5 5 5 5

u

2

=0 60 30 50 40

6

u

3

=-20 20 10 40 70

9

35

3ª iteración

Destinos

Orígenes

Demanda

2

3

1

6

9

Oferta

20

Matriz de costos de transporte

5 20 5 5

1 2 3 4


6.1.3 Variación de coeficientes en la función objetivo de variables no básicas
En este caso, simplemente se impone una variación Δ en el coeficiente de la variable xij a modificar, estudiando el rango de variación admisible de modo que el eij respectivo mantenga su signo.

A modo de ejemplo, supongamos que se desea determinar a cuanto debe disminuir el costo de envío desde el origen 2 al Destino 1 de modo de incorporar esta combinación a la solución óptima.

En este caso, un cambio del coeficiente c21 = 60 a c21 = 60 – Δ no afecta los valores de los ui y vj calculados previamente, por lo tanto:

e21 = (60 – Δ) – 0 – 20 = 40 – Δ

Como corresponde a un problema de minimización  para que x21 entre a la base debe cumplirse que e21 ≤ 0, es decir, Δ ≥ 40. Por lo tanto, el costo debe disminuir a menos de 20 para que se incorpore a la solución óptima. De todas formas, se debe verificar que la variable pueda generar un loop:
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La variable puede entrar a la base con valor de 5, el valor de la función objetivo es:

Zk + 1 = Zk + eij × α = 820 + (40 – Δ) × 5      Δ ≥ 40
6.1.4 Variación de coeficientes en la función objetivo de variables básicas.
En este caso la situación es más compleja pues una variación del coeficiente de una variable básica afectara el valor de los ui y los vj calculados previamente. En este caso, se debe volver a resolver el sistema en términos de la variación Δ del coeficiente de la variable básica, volver a calcular los eij y determinar el rango de variación admisible.

Supongamos por ejemplo que se desea determinar en cuanto podría aumentar el costo de envío desde Origen 1 al Destino 2 de modo de mantener la base óptima.

En este caso, cambiamos c12 = 30 por c12 = 30 + Δ y volvemos a resolver el sistema:
u1 + v1 = 20           (1),      u1 + v2 = 30 + Δ     (2)

u1 + v3 = 40           (3),      u1 + v4 = 20           (4)

u2 + v2 = 30           (5),      u3 + v2 = 10           (6)

Si u1 = 0 entonces tenemos:

u1 =  0,         v1 = 20

v2 = 30 + Δ, v3 = 40

 v4 = 20,        u2 = –Δ

         u3 = –20 – Δ      
Luego, calculamos los eij para todas las variables no básicas y sus restricciones:

eij = Cij – ui – vj

e21 = C21 – u2 – v1 = 60 + Δ – 20               = 40 + Δ ≥ 0   →  Δ ≥ -40

e23 = C23 – u2 – v3 = 50 + Δ – 40               = 10 + Δ ≥ 0   →  Δ ≥ -10

e24 = C24 – u2 – v4 = 40 + Δ – 20               = 20 + Δ ≥ 0   →  Δ ≥ -20

e31 = C31 – u3 – v1 = 20 – (-20 + Δ) – 20   = 20 – Δ ≥ 0   →  Δ ≤ 20

e33 = C33 – u3 – v3 = 40 – (-20 + Δ) – 40   = 20 – Δ ≥ 0   →  Δ ≤ 20

e34 = C34 – u3 – v4 = 70 – (-20 + Δ) – 20   = 70 – Δ ≥ 0   → Δ ≤ 70

Por lo tanto, la base óptima se mantiene para un rango de variación: -10 ≤ Δ ≥ 20 o bien, 
20 ≥ c12 ≤ 50
6.1.5 Incrementos en una oferta y en una demanda.

Si tanto en alguna oferta ai como en alguna demanda bj se produce un aumento de Δ, se mantiene el balanceo del problema. En este caso, se demuestra que:

Znuevo = Zoriginal + Δ  × ui + Δ  × vj    

La expresión anterior se obtiene a partir de que tanto los ui y los vj equivalen a menos el precio sombra de la restricción asociada a cada origen i o destino j según corresponda.
Por ejemplo, si la oferta del origen1 y la demanda del destino 2 crece en una unidad, se tiene:

Znuevo = 820 + 1 × 0 + 1 × 30 = 850 

Una vez definido el nuevo valor de la función objetivo, es importante determinar como cambian los valores de las variables. 
Para ello se siguen las siguientes reglas:

1.   Si xij es una variable básica, xij se incrementa en Δ.

2. 
Si xij es una variable no básica, se debe encontrar el loop que contenga a xij y     algunas de las variables básicas. Encontrar la primera celda de la fila i (distinta de xij) y aumentar su valor en Δ. Continuar el loop, incrementando y disminuyendo en Δ en forma alternada.

Para ilustrar la primera situación, supongamos que a3 y b2 aumentan en 2. Como x32 es una variable básica, la nueva tabla óptima queda:


[image: image45.emf]v

1

=20 v

2

=30 v

3

=40 v

4

=20

u

1

=0 20 30 40 20

5 5 5 5

u

2

=0 60 30 50 40

6

u

3

=-20 20 10 40 70

11

37



Destinos

Orígenes

Demanda

2

3

1

6

11

Oferta

20

Matriz de costos de transporte

5 24 5 5

1 2 3 4


El nuevo valor de la función objetivo es: 820 + 2u3 + 2v2 = 840
Para ilustrar la segunda situación, supongamos que a3 y b1 aumentan en 1. Como x31 es una variable no básica, debemos determinar el loop que incorpora a la celda (3,1). En este caso, el loop es (3,1) – (3,2) – (1,2) – (1,1). La primera celda del loop que esta en la fila i distinta de (3,1) es (3,2).

Entonces, se debe agregar Δ a x32. Continuando con el loop, se debe disminuir en Δ a x12 y volver a aumentar en Δ a x11. La nueva tabla óptima se muestra a continuación:
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El nuevo valor de la función objetivo es: 820 + u3 + v1 = 820.
Solución por computadora
Solución del modelo de transporte con TORA.
Parta del MainMenú y escoja Transportation Model (Modelo de transporte).
Especifique el modo de captura (archivo existente o problema nuevo) y el formato de captura.
En problemas nuevos, use la tabla de captura para ingresar datos. Y oprima SOLVE MENU (menú resolver)
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Seleccione SOLVE PROBLEM = > Iterations, y escoja uno de los tres métodos (Esquina Noroeste, Costo Mínimo o de Vogel) para iniciar las iteraciones del modelo de transporte. El modelo de iteraciones ofrece dos funciones útiles.

 Puede usted igualar cualquier u o v a cero antes de generar la iteración 2 (lo predeterminado es u1 = 0). Observe entonces que aunque cambian los valores de ui y de vj, permanece sin cambios la evaluación de las celdas no básicas (= ui + vj – cij). Esto quiere decir que al principio se puede igualar a cero cualquier u o v (de hecho, cualquier valor) sin afectar los cálculos de optimalidad.

1. Puede usted probar su comprensión de la selección del loop haciendo clic (en cualquier orden) en las celdas que forman el loop. Si su elección es correcta, la celda cambiará de color (verde para la variable de entrada, rojo para la variable de salida y gris en cualquier otro caso).
La figura muestra las iteraciones del ejemplo 6.3, con TORA, comenzando con el método de la Esquina Noroeste.
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6.1.6 Solución con WinQSB.

Parta del menú Inicio = > Programas = > WinQSB = > Network Modeling.
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Una vez hecha la selección de Network Modeling  haga clic en new Problem, y escoja el tipo de problema en este caso Transportation Problem (Problema de transporte) y coloque los datos del problema (criterio de la función objetivo, formato de los datos de entrada, número de fuentes y destinos) y haga clic en OK
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Proceda a ingresar los datos del problema de la siguiente manera:
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Una vez ingresados los datos del problema escoja una de los métodos para iniciar las iteraciones del modelo de transporte en Solve and Analyse y haga clic en Select Initial Solution Method y presione Ok.
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Una vez seleccionado el método para hallar la solución básica factible de inicio proceda a calcular el óptimo haciendo clic en Solve and Analyse y haga clic en Solve and Display Steps – Tabla y presione Ok.  Y aparecerá la tabla inicial escogida por el tipo de método escogido, luego presione Iteration = > Next Iteration. Hasta hallar el óptimo. En la figura se resuelve el ejemplo 6.3.
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6.1.7 Solución con Solver de Excel.
La captura del modelo de transporte en una hoja de cálculo de Excel es directa. En la figura se resuelve el ejemplo de aplicación 6.3.  Se puede usar la plantilla para resolver modelos hasta con 10 orígenes y 10 destinos. Divide la hoja de cálculo en las secciones de datos y de resultados (entrada y salida). En la sección de datos, entre los datos obligatorios están la cantidad de fuentes (celda B3), cantidad de destinos (B4), matriz de costo unitario (celdas B6:K15), nombres de fuentes (Celdas A6:A15), nombres de destinos (celdas B5:K5), cantidades de las ofertas (celdas L6:L15) y de demanda (celdas B16:K16). La sección de resultados  (celdas B20:K29) presenta automáticamente la solución óptima en forma de matriz. El costo total asociado aparece en la celda A19. Hemos limitado el tamaño del modelo, en forma arbitraria, a que sea de 10 × 10, para que quepa la presentación en una pantalla. Un ejercicio directo es diseñar un modelo de hoja de cálculo que tenga el tamaño que se desee, como se ve en la explicación siguiente.
Una vez capturados los datos solo pida Solver y haga clic en Aceptar. La solución aparecerá en las celdas B20:K29.

El desarrollo del modelo en la hoja de cálculo incluye las formulas siguientes:

Función objetivo: Escriba en A19 = SUMAPRODUCTO(B6:K15;B20:K29)
Transportes desde una fuente: Escriba = SUMA($B20:$K20) en L20 y cópielos en L21:L29.

Transporte para un destino: Escriba =  SUMA(B$20:B$29) en B30 y cópielos en C30:K30.
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Las relaciones del modelo relacionan las cantidades transportadas con la oferta total en cada origen y con la demanda total en cada destino; es decir:

Los parámetros de Solver.

Celda Objetivo:                                
$A$19.

Valor de la Celda Objetivo:              
Mínimo.

Cambiando las Celdas:                        
$B$20:$K$29.

Sujeta a las Siguientes restricciones: 
$B$30:$K$30 = $B$16:$K$16

$L$20:$L$29 = $L$6:$L$15
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Dentro de Opciones
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Se puede desarrollar otra interesante formulación del modelo de transporte en hoja de cálculo con los mismos datos que el modelo anterior. La diferencia esta en la sección de resultados y en la especificación de los parámetros de Solver. El modelo agrega una sección intermedia de cálculos, parte fundamental del desarrollo de la hoja de cálculo. Nuestro modelo automatiza totalmente las secciones de resultados y de cálculos intermedios. La única información que debe escribir  el usuario son los parámetros de Solver y, naturalmente los datos.
En la figura se resuelve el ejemplo de aplicación 6.3 con la nueva formulación. La solución del modelo aparece en la columna B; comienza en la celda B22 bajo el encabezado Flujo. Los nombres de las rutas aparecen en la columna A (de la celda A22 hacia abajo) y generan en forma automática con los nombres de las fuentes y los destinos en la sección de datos.
Las formulas principales que activan la hoja de calculo están en la sección de cálculos intermedios. Primero, en la columna E (celda E21 hacia abajo) tiene los números de serie de los orígenes y los destinos, comenzando con los orígenes. Esta información, junto con la cantidad de fuentes y la de los destinos, se usa para representar en forma numérica a las rutas del modelo. Por ejemplo, el origen 1 (celda H21) al destino 4 (celda I21) define la ruta de la fuente O1 al destino D1.
Con la información en las columnas H e I, las formulas de flujo por nodo en la columna F (celda F21 hacia abajo) se escriben en la celda F21 como sigue.
= SI(E21="";"";SUMAR.SI ($H$21:$H$121, $E$21, $B$22:$B$122) – SUMAR.SI 
($I$21:$I$121))
A continuación, la formula se copia en las celdas F22:F121.
La formula SUMIF (SUMAR. SI) calcula en esencia el flujo neto (entrada – salida) a través de cada uno de los nodos de la columna E (celda E21 hacia abajo). Es importante notar que en el modelo normal de transporte que se tiene en este momento, la formula calculada de hecho la suma de los flujos de salida de cada fuente o bien la suma del flujo de entrada a cada nodo de destino. Si bien pudimos haber usados dos formulas aparte para representar la salida de la fuente y la entrada al destino, al combinar las dos en una formula se puede usar la hoja de calculo en forma directa, con los modelos generales de redes al Capitulo 7.
La ecuación de flujo correspondiente a cada nodo asume la forma:

Flujo de entrada – Flujo de salida = Flujo neto
Se necesita especificar las cantidades de flujo neto a cada nodo. La columna G (celda G21 hacia abajo) contiene esos datos, que se copian de la sección de datos en forma automática usando la función ÍNDICE. Obsérvese que el flujo neto asociado con un nodo fuente es positivo, y con un nodo destino es negativo. La razón de usar flujo neto negativo en los destinos se debe a la forma en que se define el flujo del nodo en la columna F.
También se puede usar la hoja de cálculo para definir restricciones de capacidad para el flujo en las distintas rutas del modelo de transporte. Primero se escribe el símbolo “y” (sin las comillas) en la celda B5. Esto creará e identificara en forma adecuada las celdas N8:W17 para escribir las restricciones de capacidad. Una celda asociada con una ruta de capacidad infinita se debe dejar vacía. 
Una vez hecho lo anterior, la hoja de cálculo usa la función ÍNDICE para copiar en forma automática las restricciones de capacidad en la columna C (celda C22 hacia abajo). Para usar infinito se usa el número 999999.
La única información necesaria para resolver el modelo es los parámetros de SOLVER. La celda objetivo $B$20 ya esta automatizada con la siguiente fórmula general, y no necesita cambiarse para todos los modelos de tamaño hasta 10 x 10.
=SUMAPRODUCTO (B22:B122, J21:J121)
Solo debe el Alumno ocuparse con los elementos de Cambiando las Celdas y de Restricciones. De acuerdo con la figura, el elemento de Cambiando las Celdas es:

$B$22:$B$33

Los renglones 22:33 abarcan todas las rutas del modelo, y cambian cuando cambia el tamaño del modelo de transporte.
Las restricciones se enuncian verbalmente como sigue:
flujo de entrada (i,j) ≤ capacidad de ruta (i,j)

(flujo de entrada – flujo de salida) por el nodo j = demanda en el nodo j
Para el primer conjunto de restricciones, el lado izquierdo está en la columna B (celda B22 hacia abajo) y el lado derecho esta en la columna C (celda C22 hacia abajo). Para el ejemplo de la figura, las restricciones correspondientes son:
$B$22:$B$33 <= $C$22:$C$33

El segundo conjunto de restricciones se genera en las columnas F y G como sigue:
$F$21:$F$27 = $G$21:$G$27
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De nuevo, obsérvese que los renglones 21:27 cubren la cantidad total de nodos del modelo y cambian con el modelo de este.
Las restricciones de no negatividad se toman en cuenta en la ventana Opciones de SOLVER.
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Problema de transporte con transbordos o transporte con nodos intermedios.
Vamos a ver ahora otra variante del problema del transporte, y es que admitimos que puede existir flujo desde los destinos a los orígenes, cuestión que no esta implícita en el problema del transporte original. Esta problemática se plantea cuando pueden existir devoluciones de los clientes hacia el proveedor, o también que existen puntos de depósito intermedios, es decir, que pueden plantearse problemas de almacenes intermedios entre los proveedores y los clientes.
En el problema original de transporte existe m orígenes y n destinos, y el flujo se realiza desde un origen hacia cada uno de los diferentes destinos. Si en este caso permitimos el flujo en ambos sentidos (de origen a destino y de destino a origen) se puede hablar de un problema con m+n orígenes y m+n destinos. A este tipo de problemas se les conoce con el nombre de problemas de transbordo (transhipment problems) o transporte con nodos intermedios.
En el caso más general, cada punto (origen o destino) puede ser un punto de transbordo, es decir, cada origen puede enviar o transportar a otros orígenes o a destinos; y los destinos pueden transportar a su vez a otros destinos o volver a los orígenes. Un punto conserva su identidad, origen o destino, solamente cuando sea, respectivamente, un punto que originalmente disponga de un suministro o un punto que tenga una demanda a satisfacer.
El planteamiento matemático de este problema es:

Min Z = 
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Este problema se podría resolver fácilmente como un problema de transporte, si se supiera de antemano la cantidad de flujo entrará y saldrá de cada uno de los m+n puntos. Pero desgraciadamente estas cantidades son parte del problema de decisión y por lo tanto no se las conoce. Aunque no hay inconveniente a fijar una cota superior a cada una de estas variables.
Por tanto la forma práctica de resolver este tipo de problemas es convertirlo en un problema de transporte, en donde todos los nudos son lugares de origen y destino.

Los pasos son los siguientes:
Paso 1. 
Si es necesario, se debe agregar un punto de demanda ficticio (con oferta 0 y demanda igual al excedente) para balancear el problema. Los costos de envío al punto ficticio deben ser cero. Sea s la oferta total disponible.

Paso 2. 
Construir una tabla de transporte siguiendo las siguientes reglas:

· Incluir una fila por cada punto de oferta y de transbordo.

· Incluir una columna por cada punto de demanda y de transbordo.

· Cada punto i de oferta debe poseer una oferta igual a su oferta original ai. Cada punto de demanda j debe poseer una demanda igual a su demanda original bj.

· Cada punto de transbordo debe tener una oferta igual a su oferta original +s y una demanda igual a su demanda original +s. Como de antemano no se conoce la cantidad que transitara por cada punto de transbordo, la idea es asegurar que no se exceda su capacidad. Se agrega “s” a la oferta y a la demanda del punto de transbordo para no desbalancear la tabla.

Ejemplo de aplicación 6.7
Una fábrica posee dos plantas de manufactura, una en Tarija y otra en Sucre. La planta de Tarija puede producir hasta 150 unidades al día, la de Sucre hasta 200 unidades al día. Los productos son enviados por avión a Santa Cruz y Beni. En ambas ciudades, se requieren 130 unidades diarias. Existe una posibilidad de reducir costos enviando algunos productos en primer lugar a Cochabamba o a La Paz y luego a sus destinos finales. Los costos unitarios de cada tramo factible se ilustran en la siguiente tabla:
	Desde
	Hacia

	
	Tarija
	Sucre
	Cochabamba
	La Paz
	Santa Cruz
	Beni

	Tarija
	0
	-
	8
	13
	25
	28

	Sucre
	-
	0
	15
	12
	26
	25

	Cochabamba
	-
	-
	0
	6
	16
	17

	La Paz
	-
	-
	6
	0
	14
	16

	Santa Cruz
	-
	-
	-
	-
	0
	-

	Beni
	-
	-
	-
	-
	-
	0


La fábrica desea satisfacer la demanda minimizando el costo total de envío. En este problema, Tarija y Sucre son puntos de oferta de 150 y 200 unidades respectivamente. Cochabamba y La Paz son puntos de transbordo. Santa Cruz y Beni son puntos de demanda de 130 unidades cada uno. Esquemáticamente, la situación se muestra en la figura.
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Representación gráfica Problema de transbordo
A continuación construiremos un problema de transporte balanceado a partir del problema de transbordo. Para ello podemos seguir los siguientes pasos (suponiendo que la oferta excede a la demanda):

En el ejemplo, s = 150 + 200 = 350. La demanda total es 130 + 130 = 260. Luego, el punto ficticio debe tener una demanda de 350 - 260 = 90. Como en el ejemplo los puntos de transbordo no tienen ni demanda ni oferta por si mismos, la oferta y demanda en la tabla deber ser igual a “s”. Una vez planteado la tabla, se pueden emplear los métodos vistos anteriormente para obtener una solución inicial factible y obtener la solución óptima. En este caso la tabla queda (incluida la solución óptima):

Minimizar Z =   8x11 + 13x12 + 25x13 + 28x14 + 0x15 + 15x21 + 12x22 + 26x23 + 25x24               + 0x25 + 0x31 + 6x32 + 16x33 + 17x34 + 0x35 + 6x41 + 0x42 + 14x43 + 16x44 +  0x45
Sujeto a:

x11 + x12 + x13 + x14 + x15                                                                                                                     = 150


  x21 + x22 + x23 + x24 + x25                                                                                                                      = 200


x31 + x32 + x33 + x34 + x35                                                           = 350

x41 + x42 + x43 + x44 + x45  = 350

x11                              +
 x21                              +
x31                         +
x41                                     = 350
       x12                                + x22                                + x32                           + x42                            = 350
               x13                                + x23                                 + x33                           + x43                   = 130

                        x14                                 + x24                                 + x34                           + x44         = 130

                                x15                                 + x25                                + x35                           + x45  = 90


xij ≥ 0 (i =1,2,3,4    y  j = 1, 2, 3, 4,5)
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Con un costo mínimo de $6370

Para interpretar la solución anterior, es preciso revisar cuidadosamente las combinaciones asignadas. De la primera fila, vemos que de Tarija solo se despacharon 130 unidades a Cbba del total de 150 disponibles, el excedente de 20 unidades esta asignado al punto ficticio. De la segunda fila se desprende que de Sucre se enviaron 130 unidades a Beni del total de 200 disponibles, quedando 70 asignadas al punto ficticio. En la tercera fila vemos que se enviaron desde el punto de transbordo en Cbba 130 unidades a Santa Cruz. La asignación de 220 de Cbba a Cbba significa que del total de unidades en transito, 220 no pasaron por dicho nodo de transbordo, o bien, que no se emplearon 220 unidades de la capacidad del punto. Finalmente, en la cuarta fila, la asignación de 350 del punto de transbordo de La Paz a La Paz representa simplemente que no se empleo el punto de transbordo. Gráficamente, la solución óptima se muestra en la siguiente figura.
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Ejemplo de aplicación 6.8

Determinar el costo mínimo de transporte con transbordo.
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En el ejemplo, s = 200 + 250 + 300 = 750. La demanda total es 400 + 350 = 750,  (problema balanceado). Como en el ejemplo los puntos de transbordo no tienen ni demanda ni oferta por si mismos, la oferta y demanda en la tabla deber ser igual a “s”. Una vez planteado la tabla, se pueden emplear los métodos vistos anteriormente para obtener una solución inicial factible y obtener la solución óptima. En este caso la tabla queda (incluida la solución óptima):

Minimizar Z = 

	   20x14
	+99x15
	+99x16
	+99x17
	+99x18
	+10x24
	+20x25
	+50x26
	+99x27
	+99x28
	+99x34
	+15x35
	+99x36
	+99x37
	+99x38

	+ 0x44
	+20x45
	+10x46
	+10x47
	+99x48
	+99x54
	+0x55
	+30x56
	+99x57
	+30x58
	+99x64
	+99x65
	+0x66
	+50x67
	+20x68


	x14
	+x15
	+x16
	+x17
	+x18
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	=
	200

	
	
	
	
	
	x24
	+x25
	+x26
	+x27
	+x28
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	=
	250

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	x34
	+x35
	+x36
	+x37
	+x38
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	=
	300

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	x44
	+x45
	+x46
	+x47
	+x48
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	=
	750

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	x54
	+x55
	+x56
	+x57
	+x58
	
	
	
	
	
	=
	750

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	x64
	+x65
	+x66
	+x67
	+x68
	=
	750

	x14
	
	
	
	
	+x24
	
	
	
	
	+x34
	
	
	
	
	+x44
	
	
	
	
	+x54
	
	
	
	
	+x64
	
	
	
	
	=
	750

	
	x15
	
	
	
	
	+x25
	
	
	
	
	+x35
	
	
	
	
	+x45
	
	
	
	
	+x55
	
	
	
	
	+x65
	
	
	
	=
	750

	
	
	x16
	
	
	
	
	+x26
	
	
	
	
	+x36
	
	
	
	
	+x46
	
	
	
	
	+x56
	
	
	
	
	+x66
	
	
	=
	750

	
	
	
	x17
	
	
	
	
	+x27
	
	
	
	
	+x37
	
	
	
	
	+x47
	
	
	
	
	+x57
	
	
	
	
	+x67
	
	=
	400

	
	
	
	
	x18
	
	
	
	
	+x28
	
	
	
	
	+x38
	
	
	
	
	+x48
	
	
	
	
	+x58
	
	
	
	
	+x68
	=
	350
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Con un costo mínimo de $25500
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6.2 El modelo de asignación


El modelo de asignación es en un tipo especial de problema de programación lineal en el que los asignados son recursos que se destinan a la realización de tareas. Por ejemplo, los asignados pueden ser empleados a quienes se tiene que dar trabajo. La asignación de personas a trabajos es una aplicación común del problema de asignación. Sin embargo, los asignados no tienen que ser personas. También  pueden ser maquinas o vehículos o plantas o incluso intervalos de tiempo a los que se asignan tareas. El primero de los siguientes ejemplos se refiere a maquinas.
 Concepto
El problema de asignación es un caso particular del modelo de transporte que tiene dos características a ser tomadas en cuenta:
· La variable de decisión xij toma los valores de 1 ó 0 transformándose en una variable binaria de aceptación o no aceptación. 

· Las ofertas y demandas son uno , entonces  ai = bj = 1

“El modelo de ASIGNACIÓN consiste en asignar m centros de oferta a “n” centros de demanda. Esta asignación debe hacerse  UNO A UNO, minimizando el COSTO TOTAL ASOCIADO”.
Solución matemática del modelo de asignación
La representación y la formulación matemática del modelo son:
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Min Z = 
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6.2.1 Solución del modelo de asignación 
Para hallar la solución óptima a este problema, se utiliza el Algoritmo HÚNGARO, cuyos pasos son:
Paso 1. Balancear el problema. En este problema debe darse que m = n; por tanto, si m < n se añadirán fila ficticias con costos iguales a cero, de la misma manera si m>n, se añadirán columnas ficticias. En el caso que se quiera  penalizar un origen y/o destino representado la imposibilidad de asignación se pondrá M como costo asociado.
Paso 2. En la matriz original de costo, identificar el mínimo de cada renglón y restarlo de todos los demás elementos.
Paso 3. En la matriz que resulte del paso 2, identificar el mínimo de cada columna, y restarlo de todos los demás elementos.
Paso 4. En los lugares con costo 0, probar una asignación tentativa uno a uno; si esta es posible, el problema habrá terminado de lo contrario ir al paso 5.

Paso 5. Dibujar un NÚMERO MÍNIMO de líneas horizontales y/o verticales que tachen a todos los ceros de la matriz.

Paso 6. Seleccionar el valor más pequeño que no este cruzado por líneas. Este elemento o valor se resta de todo elemento no tachado y se agrega a todo elemento intersecado por una línea horizontal y vertical.

Paso 7. Volver al paso 4.

Ejemplo de aplicación 6.9
Se desea asignar el empleado más competente al trabajo más importante. Supongamos que se dispone 3 equipos de trabajo (A, B y C) capaces de ejecutar los trabajos T1, T2 y T3. Los tiempos de ejecución figuran en la tabla. 

	
	A
	B
	C

	T1
	3
	4
	6

	T2
	7
	8
	4

	T3
	5
	5
	2


Aplicando el algoritmo húngaro.
Paso 1. Balancear el modelo m = n = 3; problema balanceado.
Paso 2.  Sean pi el costo mínimo del renglón i.

	
	A
	B
	C
	Mínimo del

 renglón

	T1
	3
	4
	6
	p1 = 3

	T2
	7
	8
	4
	p2 = 4

	T3
	5
	5
	2
	p3 = 2


	
	A
	B
	C

	T1
	0
	1
	3

	T2
	3
	4
	0

	T3
	3
	3
	0


Paso 3. Sea qj el costo mínimo de la columna j

	
	A
	B
	C

	T1
	0
	1
	3

	T2
	3
	4
	0

	T3
	3
	3
	0

	Mínimo de la 

columna
	q1 = 0
	q2 = 1
	q3 = 0


	
	A
	B
	C

	T1
	0
	0
	3

	T2
	3
	3
	0

	T3
	3
	2
	0


Paso 4. En los lugares con costo 0, probar una asignación tentativa uno a uno.
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Quedan sin asignar T3 y B ir al paso 5

Paso 5. Dibujar un NÚMERO MÍNIMO de líneas horizontales y/o verticales que tachen a todos los ceros de la matriz
	
	A
	B
	C

	T1
	0
	0
	3

	T2
	3
	3
	0

	T3
	3
	2
	0


Paso 6. Seleccionar el valor más pequeño que no este cruzado por líneas. Este elemento o valor se resta de todo elemento no tachado y se agrega a todo elemento intersecado por una línea horizontal y vertical
Valor mínimo no tachado 2, sumando y restando.

	
	A
	B
	C

	T1
	0
	0
	5

	T2
	1
	1
	0

	T3
	1
	0
	0


Paso 7. volver al paso 4.
Paso 4. En los lugares con costo 0, probar una asignación tentativa uno a uno.
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En este caso vemos que T1 se asigna a A, T2 a C y T3 a B. El tiempo mínimo es igual a:

z = 3 + 4 + 5 = 12

Podemos comprobar que los valores mínimos restados a las filas y columnas sumados dan el valor de z. Para el ejemplo:

z = 
Min {fila 1} + Min {fila 2} + Min {fila 3} + Min {col 1} + Min {col 2} + Min {col 3} + Min {valor en el paso 6}

z = 
3 + 4 + 2 + 0 + 1 + 0 + 2 = 12
Para el caso de MAXIMIZAR, se elige el valor más grande y se resta de este valor los valores de la matriz, obteniendo una nueva matriz. Y se aplica el algoritmo húngaro. 
Ejemplo de aplicación 6.10

Para el caso de maximizar en el ejemplo 6.8 se tiene:
	
	A
	B
	C

	T1
	3
	4
	6

	T2
	7
	8
	4

	T3
	5
	5
	2




El valor más grande es 8 entonces se obtiene:

	
	A
	B
	C

	T1
	5
	4
	2

	T2
	1
	0
	4

	T3
	3
	3
	6


Aplicando el algoritmo húngaro, se obtiene:

	
	A
	B
	C

	T1
	3
	2
	0

	T2
	1
	0
	4

	T3
	0
	0
	3
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En este caso vemos que T1 se asigna a C, T2 a B y T3 a A. El tiempo máximo es igual a:

z = 6 + 8 + 5 = 19


También podemos comprobar que:
z = Valor máximo *nº – Min {filas y columnas} 

z = 8 * 3 – (2 + 0 + 3)
Problemas de transporte multidimensional.
Una de las hipótesis básicas del problema del transporte consiste en que cada uno de los orígenes dispone de un único producto, y además es homogéneo. Una generalización de este problema, es cuando los orígenes disponen de diferentes productos, no todos ello homogéneos, y que es posible enviar a diferentes destinos.

Desde el punto de vista formal, este problema consiste en: Una fábrica posee l factorías distribuidas en diferentes lugares. Cada una de las l factorías puede fabricar n tipos diferentes de un producto que se distribuye en m áreas de venta.
Sean:
aik : el número de unidades enviadas al área k desde la factoría i.
bjk : el número de unidades del tipo j enviadas al área k
dij : el número de unidades del tipo j enviadas por la factoría i.
xijk : el número de unidades del tipo j fabricadas en la factoría i, y enviadas al área k.
cijk : el costo unitario de transporte de una unidad de tipo j fabricada en la factoría i, y enviada al área k.
El planteamiento matemático será:




Min z =
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xijk ≥ 0
Para que este problema sea consistente, debe verificarse que:
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Problemas de transporte con restricciones adicionales.
En algunos problemas de transporte hay casos en los que los distintos almacenes tienen ciertas preferencias por los fabricantes, debido a que el producto puede variar en alguna característica de uno a otro. Un ejemplo típico de esto es plantea en las fundiciones de hierro, donde el transporte y distribución de la pirita de hierro puede presentar impurezas según su origen.
Este problema se puede plantear como un problema de transporte con dos conjuntos de restricciones adicionales.
Sean n factorías que disponen de ai (i=1,2..m) cantidades de un cierto producto, y se desea enviar a unos destinos que demanda bj (j=1,2,..n) cantidades de este producto. Una unidad de producto contiene pijk unidades de impurezas (k=1,2..p) cuando es enviado de i a j.
El demandante no puede recibir más de djk unidades de impurezas k.
El costo de transportar una unidad de producto de i a j es cij.
El problema es satisfacer la demanda con el mínimo costo.
Denominamos xij la cantidad enviada desde el origen i hasta el destino j, evidentemente, xij ≥ 0.
Por tanto el problema a resolver es:

Min z = 
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xij ≥ 0                   i = 1, 2,…, m       j = 1, 2,…, n
Problemas propuestos.
1. Considere el problema de transporte que tiene la siguiente tabla de costos y requerimientos:
	
	Destino
	Recursos

	
	1
	2
	3
	

	Origen 
	1
	6
	3
	5
	4

	
	2
	4
	8
	7
	3

	
	3
	3
	4
	3
	2

	Demanda
	4
	2
	3
	


a) Utilice el método de la esquina noroeste para construir una solución básica factible de inicio.

b) Utilice el método del costo mínimo para construir una solución básica factible de inicio.

c) Utilice el método de aproximación de Vogel para construir una solución básica factible de inicio.

2. Una compañía tiene tres plantas que fabrican cierto producto que debe mandarse a cuatro centros de distribución. Las plantas 1, 2 y 3 producen 12, 17 y 11 cargas mensuales, respectivamente. Cada centro de distribución necesita recibir 10 cargas al mes. La distancia en km. desde cada planta a los respectivos centros de distribución es la siguiente:
	
	Centro de distribución

	
	1
	2
	3
	4

	Planta
	1
	800
	1300
	400
	700

	
	2
	1100
	1400
	600
	1000

	
	3
	600
	1200
	800
	900


El costo del flete por cada embarque es de $ 100 más $0.50/km.

¿Cuántas cargas debe mandarse desde cada planta a cada uno de los centros de distribución para minimizar el costo total del transporte?
3. La Empresa transportista Fernandez posee varios camiones usados para acarrear piedra molida para proyectos de carreteras en el municipio. El contratista de carreteras para quien trabaja le ha dado el programa de la semana siguiente. Calcule el costo óptimo del transporte
	 

 

Proyecto
	Necesidades Semanales, Cargas de Camión
	 

Planta
	Disponibilidad Semanal, Cargas de Camión

	A
	50
	W
	45

	B
	75
	X
	60

	C
	50
	Y
	40


Información de Costos:   

	De
	Al proyecto A
	Al proyecto B
	Al proyecto C

	Planta W
	$ 4
	$ 3
	$ 3

	Planta X
	6
	7 
	6 

	Planta Y
	4
	2
	5


4. Una compañía tiene las plantas A, B y C las cuales suministran arena a las distribuidoras D, E, F y G. Las capacidades mensuales de cada planta son:
A=160 m3, B=150 m3, y C=190 m3
Los requerimientos mensuales de las distribuidoras son:

D=80 m3, E=90 m3, F= 110 m3, G= 160 m3
Los costos unitarios de envió son:

	HACIA
	D
	E
	F
	G

	DESDE
	
	
	
	

	A
	$40
	$50
	$40
	$40

	B
	$40
	$50
	$50
	$50

	C
	$50
	$40
	$40
	$40


Determinar el plan de envíos con un costo mínimo.
5. Una compañía A, B y C suministra a los distribuidores D, E, F y G. Las capacidades mensuales son 20, 30 y 45 unidades respectivamente. Los requerimientos mensuales de los distribuidores son 10, 15, 40 y 30 unidades, respectivamente. Los costos unitarios de envió son los siguientes.
	HACIA
	D
	E
	F
	G

	DESDE
	
	
	
	

	A
	$5
	$10
	$5
	$0

	B
	$5
	$9
	$5
	$10

	C
	$10
	$10
	$15
	$5


Determinar un plan óptimo de distribución. ¿Cuál es el mínimo costo de transporte?

6. Un sistema de distribución semanal para un producto tiene las siguientes características:
	Planta
	Capacidad

Semanal
	Centro

Distribuidor
	Demanda

Semanal

	O1
	75
	D1
	50

	O2
	100
	D2
	50

	
	
	D3
	100


	Centro de

Distribución
	Perdidas 

($/unidad)

	D1
	2

	D2
	3

	D3
	2


	Hacia
	D1
	D2
	D3

	Desde
	
	
	

	O1
	3
	2
	1

	O2
	4
	5
	6


La meta de la compañía es determinar un plan de envió factible que minimice la suma de los costos de transporte total más las perdidas totales.
7. Tres depósitos surten a cinco almacenes. La tabla indica el costo de transporte por unidad entre depósitos y almacenes. El daño de un puente principal ha impedido las entregas desde el deposito A hasta el almacén 4, desde el deposito B hasta el 5 y desde el C hasta el 2. Dentro de estas circunstancias determinar el esquema óptimo del transporte.
	
	Dep. A
	Dep. B
	Dep. C
	Nº Req.

	Almacén 1
	2
	6
	4
	75

	Almacén 2
	7
	8
	6
	345

	Almacén 3
	3
	7
	3
	180

	Almacén 4
	5
	3
	8
	90

	Almacén 5
	4
	5
	4
	210

	Capacidad
	850
	300
	450
	


8. En la construcción del aeropuerto Tarija se requiere mover 1.355.000 m3 de arena dragada de cincos bancos en una bahía cercana, por tubería a nueve sitios en el aeropuerto. La arena se usa para estabilizar los terrenos pantanosos del área propuesta de construcción. Algunos de los sitios hacia donde se mueve la arena se usan para construir caminos dentro y en el perímetro del aeropuerto. El exceso de arena de un sitio se moverá con camiones a otras áreas exteriores del aeropuerto, donde se construirá una carretera perimetral. Las distancias (en cientos de metros) entre los bancos y los sitios se resumen en la tabla siguiente. También ahí se ven las cantidades de oferta y demanda, en cientos de m3, en los distintos lugares.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	Oferta

	1
	22
	26
	12
	10
	18
	18
	11
	8.5
	20
	960

	2
	20
	28
	14
	12
	20
	20
	13
	10
	22
	201

	3
	16
	20
	26
	20
	1.5
	28
	6
	22
	18
	71

	4
	20
	22
	26
	22
	6
	∞
	2
	21
	18
	24

	5
	22
	26
	10
	4
	16
	∞
	24
	14
	21
	99

	Demanda
	62
	217
	444
	315
	50
	7
	20
	90
	150
	


a) La gerencia del proyecto ha estimado un movimiento de arena [m3 de volumen x distancia (cientos de metros)] de 2495000 unidades, al costo de $0.65 por unidad. ¿Esta dentro de los limites el movimiento de arena estimado por la gerencia del proyecto?

b) La gerencia del proyecto se da cuenta que el movimiento de arena a ciertos sitios no se puede hacer sin antes construir algunos caminos. En particular, se debe construir la carretera perimetral (destino 9) antes de poder mover la arena a ciertos sitios en la tabla siguiente se ven marcadas con una x las rutas bloqueadas que requieren terminar la carretera perimetral. ¿Cómo debe hacerse el movimiento de arena para tener en cuenta estas restricciones? 

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	x
	x
	
	
	x
	
	
	
	

	2
	x
	x
	
	
	x
	
	
	
	

	3
	
	
	x
	
	
	x
	
	
	

	4
	
	
	x
	
	
	
	
	x
	

	5
	x
	x
	
	
	x
	
	x
	
	


9. Una compañía llamó a licitación para realizar cuatro trabajos de construcción. Tres personas se han presentado. Las propuestas en miles de dólares están dadas en la tabla siguiente, donde (*) indica que la persona no ofrece nada para ese trabajo. La persona 1 puede hacer sólo un trabajo, pero las personas 2 y 3 pueden llegar ha hacer hasta 2 trabajos.

· ¿Cuál es la mejor asignación, desde el punto de vista de la compañía, si todas las personas deben realizar al menos un trabajo?

· Suponga que la persona 2 debe realizar el trabajo 1. Encuentre la mejor asignación.

	
	Trabajo 1
	Trabajo 2
	Trabajo 3
	Trabajo 4

	Persona 1
	55
	49
	46
	46

	Persona 2
	51
	48
	44
	*

	Persona 3
	*
	47
	45
	45
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				1ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos																				Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

										20				30				40				20		20

				1				5				14								1

										60				30				50				40		6

				2								6

										20				10				40				70		9

				3												5				4

				Demanda				5				20				5				5				35
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Hoja3

		






_1188313232.unknown

_1188658329.unknown

_1191677406.unknown

_1194447844.xls
Hoja1

				Esquina Noroeste				Matriz de costos de transporte

				Destinos																								Oferta

				Orígenes				Cbba				La Paz				Santa				Beni				Ficticio

										8				13				25				28				0		0

				Tarija				150

										15				12				26				25				0		0

				Sucre				200

										0				6				16				17				0		0

				Cbba				0				350

										6				0				14				16				0		0

				La Paz								0				130				130				90

				Demanda				0				0				0				0				0				0
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		1 iteración  MEN				Matriz de costos de transporte

		Destinos																								Oferta

		Orígenes				4				5				6				7				8

								20				99				99				99				99		0

		1				200

								10				20				50				99				99		0

		2				250

								99				15				99				99				99		0

		3				300

								0				20				10				10				99		0

		4								750

								99				0				30				99				30		0

		5												750

								99				99				0				50				20		0

		6																400				350

		Demanda				0				0				0				0				0
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		Destinos																								Oferta

		Orígenes				4				5				6				7				8

								20				99				99				99				99		200

		1				200

								10				20				50				99				99		250

		2				250

								99				15				99				99				99		300

		3								300

								0				20				10				10				99		750

		4				300								50				400

								99				0				30				99				30		750

		5								450												300

								99				99				0				50				20		750

		6												700								50

		Demanda				750				750				750				400				350
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				5ºiteración (final)				Matriz de costos de transporte

				Destinos																								Oferta

				Orígenes				Cbba				La Paz				Santa				Beni				Ficticio

										8				13				25				28				0		150

				Tarija				130																20

										15				12				26				25				0		200

				Sucre																130				70

										0				6				16				17				0		350

				Cbba				220								130

										6				0				14				16				0		350

				La Paz								350				0

				Demanda				350				350				130				130				90				1050
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				1º iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		15

						5

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		9

				Demanda		0				20				5				5				35
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				iteración cero		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		20

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		9

				Demanda		5				20				5				5
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				2º iteracion		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				15

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		9

				Demanda		0				5				5				5				35
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		40		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				5				5				5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		9

				3								9

				Demanda				5				20				5				5				35
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				3ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		40		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5-α				5+α				5				5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2				+α				6-α

				u3=		-20				20				10				40				70		9

				3								9

				Demanda				5				20				5				5				35
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				3ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		40		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				6				4				5				5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		10

				3								10

				Demanda				6				20				5				5				36





Hoja2

		





Hoja3

		






_1188216691.xls
Hoja1

				iteración cero		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		20

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		9

				Demanda		5				20				5				5				35
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		40		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				5				5				5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		11

				3								11

				Demanda				5				24				5				5				37
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				3ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		40		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				5				5				5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		9

				3								9

				Demanda				5				20				5				5				35
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_1188041717.xls
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		60		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				10-α				+α		-20		5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		9

				3								4+α				5-α

				Demanda				5				20				5				5				35





Hoja2

		





Hoja3
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				3ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos																				Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

										20				30				40				20		20

				1				5				5				5				5

										60				30				50				40		6

				2								6

										20				10				40				70		9

				3								9

				Demanda				5				20				5				5				35
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				2ª iteración				Matriz de costos de transporte

				Destinos																				Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

										20				30				40				20		20

				1				5				10								5

										60				30				50				40		6

				2								6

										20				10				40				70		9

				3								4				5

				Demanda				5				20				5				5				35
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				3ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		10

						5												5

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				11				5				0
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				6ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				5				5				5

				2				60				30				50				40		0

										6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				0				0				0

				Castigo
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		50		v4=		80		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				15						-10				-60

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2						40		5				1						-40

				u3=		-10				20				10				40				70		9

				3						10				-10		4				5

				Demanda				5				20				5				5				35





Hoja2

		





Hoja3
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		-10		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				14								1

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		50				20				10				40				70		9

				3												5				4

				Demanda				5				20				5				5				35
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Hoja3
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		-10		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				14-α								1+α

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		50				20				10				40				70		9

				3								+α		-70		5				4-α

				Demanda				5				20				5				5				35
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		60		v4=		20		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				10								5

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								6

				u3=		-20				20				10				40				70		9

				3								4				5

				Demanda				5				20				5				5				35
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=		20		v2=		30		v3=		50		v4=		80		Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=		0				20				30				40				20		20

				1				5				15-α								+α		-60

				u2=		0				60				30				50				40		6

				2								5+α				1-α

				u3=		-10				20				10				40				70		9

				3												4+α				5-α

				Demanda				5				20				5				5				35
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								Matriz de costos de transporte

				Destinos				v1=				v2=				v3=				v4=				Oferta

				Orígenes				1				2				3				4

				u1=						20				30				40				20		0

				1				5				15

				u2=						60				30				50				40		0

				2								5				1

				u3=						20				10				40				70		0

				3												4				5

				Demanda				0				0				0				0				35
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				5ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				10								5

				2				60				30				50				40		5

										1

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				0				5				0
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				6ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				10								5

				2				60				30				50				40		0
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				3				20				10				40				70		0
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				4ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				10								5

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				1				5				0
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				Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				……  ……				n				Oferta

				Orígenes

				1				C11				C12								C1n		a1

						x11				x12								x1n

				2				C21				C22								C2n		a2

						x21				x22								x2n
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						xm1				xm2								xmn

				Demanda		b1				b2								bn
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				2ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		15		10

						5

				2				60				30				50				40		6		10

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				11				5				5

				Castigo						0				10				20
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				1ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		20

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		5				11				5				5





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187864747.xls
Hoja1

				2ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		15

						5

				2				60				30				50				40		6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				11				5				5





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187861515.xls
Hoja1

				4ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		10		10

						5												5

				2				60				30				50				40		0

										6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				5				5				0

				Castigo





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187861549.xls
Hoja1

				5ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		5

						5				5								5

				2				60				30				50				40		0

										6

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				0				5				0

				Castigo





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187861267.xls
Hoja1

				3ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		10		10

						5												5

				2				60				30				50				40		6		20

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		0				11				5				0

				Castigo						0				10





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187860430.xls
Hoja1

				iteración cero		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		20		0

				2				60				30				50				40		6		10

				3				20				10				40				70		9		10

				Demanda		5				20				5				5				35

				Castigo		0				20				10				20





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187861164.xls
Hoja1

				1ª iteración		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes																				Castigo

				1				20				30				40				20		20		0

				2				60				30				50				40		6		10

				3				20				10				40				70		0

										9

				Demanda		5				11				5				5

				Castigo		40				0				10				20





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187860030.xls
Hoja1

				6ª iteracion		Matriz de costos de transporte

				Destinos		1				2				3				4				Oferta

				Orígenes

				1				20				30				40				20		0

						5				15

				2				60				30				50				40		0

										5				1

				3				20				10				40				70		0

														4				5

				Demanda		0				0				0				0				35





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187684524.unknown

_1187685613.unknown

_1187711494.unknown

_1187684510.unknown

