Capítulo 4                                                                        Texto Guía - Sistemas de Ingeniería 

CAPÍTULO 4
PROGRAMACIÓN LINEAL - MÉTODO SÍMPLEX
4.1 Introducción
El método símplex es un procedimiento general para resolver problemas de programación lineal desarrollado por George Dantzig en 1947, está comprobado que es un método extraordinariamente eficiente que se usa en forma rutinaria para resolver problemas grandes en las computadoras de hoy en día. También se usan extensiones y variaciones del método símplex para realizar análisis pos-óptimo (incluyendo el análisis de sensibilidad) sobre el modelo.  

El algoritmo símplex es un método algebraico de programas lineales que aprovechan las propiedades de las soluciones básicas. Su estrategia consiste en explorar soluciones básicas hasta llegar a la óptima, de modo que la exploración se dirija siempre en la dirección que asegure una mayor aproximación a dicho óptimo.

El método gráfico del Capítulo 3 indica que la solución óptima de un programa lineal siempre esta asociada a un punto de esquina del espacio de soluciones. Este resultado es la clave del método símplex algebraico y general para resolver cualquier modelo de programación lineal.

La transición de la solución del punto de esquina geométrico hasta el método símplex implica un procedimiento de cómputo que determina en forma algebraica los puntos de esquina. Esto se logra convirtiendo primero a todas las restricciones de desigualdad en ecuaciones, para después manipular esas ecuaciones en una forma sistemática.

Una propiedad general del método símplex es que resuelve la programación lineal en iteraciones. Cada iteración desplaza la solución a un nuevo punto de esquina que tiene potencial de mejorar el valor de la función objetivo. El proceso termina cuando ya no se pueden obtener mejoras.

El método símplex implica cálculos tediosos y voluminosos, lo que hace que la computadora sea una herramienta esencial para resolver los problemas de programación lineal. Por consiguiente, las reglas computacionales del método símplex se adaptan para facilitar el cálculo automático.

El método símplex, con la ayuda del computador, puede resolver problemas de programación lineal hasta con varios millares de variables y restricciones.
4.2 Espacio de soluciones en forma de ecuación
Para estandarizar, la representación algebraica del espacio de soluciones de programación lineal se forma bajo dos condiciones:

· Todas las restricciones (excepto las de no negatividad) son ecuaciones con lado derecho no negativo.

· Todas las variables son no negativas.

4.2.1 Conversión de desigualdades a ecuaciones
El método símplex requiere que las restricciones sean ecuaciones (o restricción con relación de desigualdad). Cualquier inecuación puede ser convertida en una ecuación agregando una cantidad no negativa en el lado de menor valor de la inecuación.

En las restricciones (≤), el lado derecho se puede imaginar como representando el limite de disponibilidad de un recurso, y en ese caso el lado izquierdo representaría el uso de ese recurso limitado por parte de las actividades (variables) del modelo. La diferencia entre el lado derecho y el lado izquierdo de la restricción (≤) representa por consiguiente, la cantidad no usada u holgura del recurso.
Para convertir una desigualdad (≤) en ecuación, se agrega una variable de holgura al lado izquierdo de la restricción. Por ejemplo, en el modelo de la constructora (ejemplo 3.1) la restricción asociada con la disponibilidad de camiones esta dada como:
x1 ≤ 6          [R2]
x2 ≤ 10        [R3]
Si se define h1 como la holgura, o cantidad no usada, las restricciones se pueden convertir en la siguiente ecuación:

x1  + h1 = 6

  x2  + h2  = 10

h1; h2  ≥  0

Una restricción (≥) establece, normalmente, un límite inferior para las actividades del modelo de programación lineal. Como tal, la cantidad por la que el lado izquierdo es mayor que el limite mínimo (lado derecho) representa un excedente o superfluas.

La conversión de (≥) a ecuación se logra restando una variable de excedencia, del lado izquierdo de la desigualdad. Por ejemplo en el modelo de la constructora (ejemplo 3.1), la restricción representa el requisito mínimo de arena y esta dado como: 
15x1  + 5x2  ≥ 100      [R1]

Si se define como S1 como una variable de excedencia se puede convertir la restricción en la ecuación siguiente:

15x1+ 5x2 + S1= 100
S1 ≥  0


Es importante observar que las variables de holgura y excedencia, h1, h2 y S1, siempre son no negativas.
El único requisito que queda es que el lado derecho de la ecuación que resulte sea no negativo. Esta condición se puede satisfacer siempre, si es necesario multiplicando ambos lados de la ecuación resultante por -1.

Por ejemplo la restricción 

-x1  + x2  ≤ -3


Equivale directamente a la ecuación

-x1  + x2  + h1 = -3

h1 ≥  0

Ahora se multiplican ambos lados por -1, y se obtiene un lado derecho no negativo, que es lo que se busca; esto es:

x1  - x2  - h1 = 3

Ejemplo de aplicación 4.1

Maximizar                          2x1 – x2 + 3x3         

Sujeto a:                                    
   x1 – x2 + x3       = 10





3x1 + 2x2 + 2x3    ≤ 15





  x1 

     ≥ 3   

       



  x1                        ≥ 0

               


  x2                        ≤ 0





  x3                     No restringida


Conversión a ecuaciones o en forma estándar.

Maximizar                          2x1 – x2 + 3x3         

Sujeto a:                                    
x1 – x2 + x3                        = 10




 
  3x1 + 2x2 + 2x3 + h1            = 15





    x1 

  
 – S2   = 3   

         


   x1,                       h1,     S2    ≥ 0

              



  x2                              ≤ 0






          x3                     No restringida

No todas las variables son no negativas, de modo que el programa lineal del ejemplo 4.1 todavía no se encuentra en forma estándar. Es necesario llevar a cabo una convención adicional.
4.2.2 Manejo de variables no restringidas y no positivas.
Hasta este momento, las variables que han aparecido en todos los programas lineales han sido no negativas. Si embargo, en algunos problemas, se puede restringir una variable que sea no positiva (≤ 0) e, incluso, puede no estar restringida, (es decir, puede ser positiva, negativa o cero). 
Por ejemplo, suponga que debe localizar un almacén en una ciudad. Utilizando un sistema fijo de coordenadas, usted define las siguientes dos variables de decisión, con respecto al origen:

x1 = Coordenada x de la localización del almacén

x2 = Coordenada y de la localización del almacén
Estas dos variables no están restringidas. Un valor positivo de x1 indica una localización a la derecha del origen; un valor negativo indica una localización a la izquierda. De manera parecida, un valor positivo o negativo de x2 indica una localización arriba o abajo del origen, respectivamente.

Suponga que la localización del almacén debe estar a la izquierda del origen. Esta limitación se refleja con la restricción:

x1 ≤ 0
En este caso, x1 es no positivo y x2 no esta restringida. Verá ahora cómo convertir un problema con variables no restringidas y no positivas a la forma estándar. Esta tarea se lleva a cabo sustituyendo aquellas variables por las variables no negativas adecuadas, según se describe a continuación.

4.2.2.1 Conversión de variables no restringidas. 
Ejemplo de aplicación 4.1 (a)
Maximizar                          2x1 – x2 + 3x3         

Sujeto a:
                                        x1 – x2 + x3                      = 10




   
  3x1 + 2x2 + 2x3 + h1           = 15





    x1 


 – S2  = 3   

      



   x1,                       h1,     S2  ≥ 0
          


            x2                              ≤ 0






          x3                     No restringida
En el ejemplo 4.1(a), la variable x3 no esta restringida. Para pasar un problema con esta característica a la forma estándar, lo cual significa con variables no negativas, cada variable no restringida debe sustituirse con la diferencia de dos variables negativas. Por ejemplo, en el ejemplo 4.1, sustituya la variable no restringida original, x3, en todo lugar que se encuentre, con la diferencia de dos variables no negativas, cuyos símbolos se escogen de manera arbitraria como x3+ y x3–, de la forma siguiente:
x3 = x3+ – x3–
x3+ , x3– ≥ 0
La manera de interpretar esta sustitución es recordando que x3 puede ser positiva o negativa. Si x3 es positiva (digamos x3 = 5), entonces x3+ tendrá el mismo valor positivo de x3 (es decir x3+ = 5), y x3– será cero. Si x3 es negativa (digamos x3 = -7), entonces x3+ ser cero y x3– será igual al valor absoluto de x3 (es decir x3– = 7).Alternativamente, dados valores no negativos para x3+ y x3–, el valor de x3 se obtiene calculando el valor de x3 = x3+ – x3–
Sustituyendo x3 = x3+ – x3– en el ejemplo 4.1, se produce el programa lineal presentando en el ejemplo 4.1 (b).

Ejemplo de aplicación 4.1 (b)

Maximizar                          2x1 – x2 + 3 x3+ – 3x3–        
Sujeto a:
                                                 x1 –   x2 +   x3+ –    x3–                       = 10




     
   3x1 + 2x2 + 2 x3+ – 2x3–   + h1             = 15





     x1 


                – S2     = 3   

                                                 x1,               x3+,      x3–,      h1,     S2    ≥ 0
          



  x2                                                ≤ 0

 
4.2.2.2 Conversión de variables no positivas

En el ejemplo 4.1 (b), todo lo que resta hacer es manipular la variable no positiva x2. Sustituya x2 en todo lugar donde se encuentre con el negativo de una nueva variable no negativa, cuyo símbolo se escoge arbitrariamente como x2’, es decir,
x2 = –x2’

x2’ ≥ 0

Por ejemplo, sin en el problema en forma estándar x2’ = 4, el valor de la variable original, x2, es x2 = –x2’ = –4.

Al sustituir x2 = –x2’ en el ejemplo 4.1 (b) se produce el programa lineal en forma estándar del ejemplo 4.1(c).
Ejemplo de aplicación 4.1 (c)
PROGRAMA LINEAL EN FORMA ESTÁNDAR PARA EL EJEMPLO 4.1 (b) 

Maximizar                          2x1 + x2’ + 3 x3+ – 3x3–          

Sujeto a
                                               x1 +   x2’ +   x3+ –    x3–                      = 10





3x1 –  2x2’ + 2 x3+ – 2x3–   + h1             = 15





  x1 

           
               – S2     = 3   

                                                 x1,    x2’,       x3+,      x3–,      h1,     S2     ≥ 0
El problema de programación lineal del ejemplo 4.1(c) es la versión en forma estándar del problema original ejemplo 4.1. Este problema lineal en forma estándar es equivalente al original. Dada una solución óptima al problema en forma estándar, se puede construir una solución óptima al problema original. 
4.3 Transición de solución gráfica a solución algebraica 
Las ideas contenidas en la solución gráfica de un modelo de programación lineal son la base para desarrollar el método algebraico símplex. La figura 4.1 marca el paralelismo entre los dos métodos. 
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En el método gráfico, el espacio de soluciones se delimita con los semiespacios que representan las restricciones, y en el método símplex, el espacio de soluciones se representan con “m” ecuaciones lineales simultaneas y “n” variables no negativas. 
Se puede apreciar en forma visual porque el espacio gráfico de soluciones tiene una cantidad infinita de puntos de solución; pero, ¿cómo se puede deducir algo parecido a partir de la representación algebraica del espacio de soluciones? La respuesta es que en la representación algebraica, la cantidad “m” de ecuaciones siempre es menor o igual a la cantidad de variables “n”.
Si m = n, y si las ecuaciones son consistentes, el sistema tiene una sola solución; pero si m < n (esto representa la mayor parte de los programas lineales), entonces el sistema de ecuaciones producirá una infinidad de soluciones, de nuevo si es consistente. Como ejemplo sencillo, la ecuación x = 2 tiene m = 1 ecuaciones y n = 1 variables; y es obvio que la solución es única. Pero la ecuación x + y = 1 tiene m = 1 ecuaciones y n = 2 variables, y tiene una cantidad infinita de soluciones. Cualquier punto de la recta x + y = 1 es una solución.

Ya demostramos como se representa el espacio de soluciones de un programa lineal en forma algebraica. Entonces los candidatos para la solución óptima, que son los puntos de esquina, se determinan con las ecuaciones lineales simultáneas como sigue:

En un conjunto de m 
[image: image2.wmf]´

 n ecuaciones (m<n), si se igualan a cero n – m variables, y a continuación se despejan las m variables restantes de las m ecuaciones, la solución resultante, si es única, debe corresponder a un punto de esquina del espacio de soluciones.       
4.4 Método Símplex

Los pasos del símplex para resolver un problema de programación se ilustran en la figura 4.2.
El método símplex en la forma de los coeficientes separados
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Figura 4.2
Paso 0.   Adicione las variables de holgura a todas las inecuaciones. También, adicione las mismas variables de holgura a la función objetivo, cada una con la utilidad unitaria de Bs.0.

Paso1.   Encuentre una solución básica factible inicial para el sistema de ecuaciones. Esto puede ser hecho en el modelo de programación lineal por inspección.

Paso 2.   Encuentre una solución básica factible mejor. Ahora estamos en la fase iterativa del método, el proceso se llama operaciones de renglón de Gauss-Jordan. Observe la figura 4.2 que vamos al paso 3 y regresamos al paso 2 y seguimos repitiendo estos dos pasos hasta que tenemos una solución básica factible para terminar en el paso 4.

En cada iteración el método símplex se mueve de una solución básica factible actual a una solución básica factible adyacente. Esta iteración Paso 2 y 3, requiere que una variable no básica, llamada la variable básica entrante, remplace una variable básica llamada variable básica saliente, en la solución actual.

Las candidatas a convertirse la variable básica entrante son solamente las variables no básicas. ¿Cuál de las variables no básicas escoger?. La nueva variable básica tiene que aportar un mejoramiento (aportar una utilidad más alta en caso de Max) sobre la solución básica factible actual. Por consiguiente, escogemos la variable no básica que incremente la utilidad z en la mayor proporción.

Paso 3.   Resuelva para la nueva solución básica factible “MEJOR”. El paso 3 tiene dos partes: determinar la variable a salir de la base y resolver para los nuevos valores de las variables básicas.

La variable básica saliente no es de libre escogencia.
Nuestra meta es escoger una variable básica para remover, tal que la variable entrante pueda tener un valor tan grande como sea posible, sin violar alguna de las restricciones en el modelo.
Paso 3 (Cont.).  Encuentre los valores de las restantes variables básicas. Ahora hemos identificado las variables entrantes y salientes. Falta determinar los valores nuevos del resto de las variables. Para llevar a cabo este paso necesitamos convertir el sistema original de ecuaciones.
Paso 4.  Solución óptima. Cuando los valores de los coeficientes del renglón Z sean todos ≥ 0 (caso maximización) o ≤ 0 (caso minimización) se habrá alcanzado el óptimo factible.
La primera necesidad es entender ciertos términos claves antes de aplicar los pasos 2 y 3 del método símplex para un problema dado en la forma de los coeficientes separados. Tales son:
1. Columna pivote

2. Fila pivote

3. Número pivote.

1. La columna pivote es la columna de coeficiente que están asociadas con la variable no básica que ha sido escogido para convertirse en la variable básica entrante.

2. La fila pivote es la fila de coeficientes que contiene la variable básica actual, y que contiene coeficiente +1, es la que se ha escogido como la variable básica saliente.

3. El número pivote es el coeficiente que esta en la intersección entre la fila pivote y columna pivote

	Cada coeficiente de las variables de fila (z) indica cuanto decrecerá la utilidad z por unidad de incremento en esa variable.


Para encontrar una solución mejor:

	Escogemos la variable que se va a convertir en variable básica entrante y es la que tiene el coeficiente más negativo en la función objetivo en caso de maximización (coeficiente más positivo en caso de minimización)


Ejemplo de aplicación 4.2

Una compañía produce dos tipos de ladrillos. Cada ladrillo del tipo 2 requiere el doble de tiempo en mano de obra que el primero tipo. Si todos los ladrillos son del tipo 2, la compañía puede producir un total de 500 ladrillos al día. El mercado limita las ventas diarias del tipo 1 y 2 a 150 a 250 ladrillos respectivamente. Suponga que los beneficios por cada ladrillo son de Bs.8 para el tipo 1 y Bs.5 para el tipo 2. Determine el número de ladrillos a ser producidos de cada tipo para maximizar el beneficio.

Sea x1 = # de ladrillos del tipo 1


x2 = # de ladrillos del tipo 2

Función objetivo:     Max Z = 8x1 + 5x2
Restricciones:




2x1 + x2 ≤ 500 




 x1          ≤ 150 



          x2 ≤ 250
                                 x1   ,  x2 ≥ 0

Estandarizando:

                                        Max Z = 8x1 + 5x2 + 0h1 + 0h2 + 0h3
Restricciones:
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Figura 4.1







2x1 + x2 + h1 = 500 




 x1          + h2 = 150                     m = 3
[image: image190.wmf]}
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          x2 + h3 = 250

                                            x1, x2, h1, h2, h3 ≥ 0              n = 5
n – m = 5 – 3 = 2 variables no básicas

m = 3 variables básicas 


Entonces: x1 = x2 = 0   variables no básicas
y por lo tanto h1 = 500; h2 = 150  y h3 = 250 variables básicas 

Tabla inicial o iteración cero.

[image: image4.emf]Básica x
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Tabla 1
Para encontrar una solución mejor: Escogemos la variable que se va a convertir en variable básica entrante en el caso de maximización es la que tiene el valor más negativo en la fila de la función objetivo, o sea, el renglón de Z de la tabla símplex 1  en este caso x1 y será la columna pivote.
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Paso3. Ahora tenemos que determinar cuál de las variables básicas actuales h1, h2 o h3, es la que va a ser la variable saliente.
Recuerda que:

	La variable escogida como variable básica saliente es la variable básica actual que permite a la variable básica entrante x1 tener el valor más grande posible sin violar alguna de las restricciones del modelo. 


Para decidir cual variable sale, usamos la columna de la variable básica, la columna pivote y la columna de solución y se calculan las razones entre los valores y los coeficientes tal como se muestra en seguida.

[image: image6.emf]Variable
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El mínimo entre 250 y 150 es 150 que tiene lugar en el renglón de h2, donde h2 es la variable básica actual. Por tanto el renglón de h2 de la tabla 1 pasa a ser la fila pivote y h2 se convierte en la variable saliente. Entonces, x1 remplaza a h1 en la base. 


En resumen:

	La fila pivote, y por tanto la variable básica saliente, es la fila que contiene la razón Solución/Coeficiente más pequeña haciendo caso omiso de las variables (y por ende de las filas) cuyo denominador sea cero o negativo.


  Tanto la columna pivote (la variable básica entrante) como la fila pivote (la variable básica saliente) son delineadas en la próxima versión de la tabla 1. Como el número intersección entre la columna pivote y fila pivote es +1 entonces, éste es el número pivote.    
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Tabla 1
Paso 3 (Cont.). Encontrar la nueva solución básica factible. Para hacer un cambio de base usando la tabla símplex, necesitamos lo siguiente:

1. El número pivote tiene que ser convertido  +1 y la variable básica entrante remplaza la variable básica saliente en la columna de las variables básicas.

2. Cada uno de los coeficientes restantes en la columna pivote tienen que ser convertidos a 0.

Para lograr el punto 1. dividimos cada coeficiente de la fila pivote por el número pivote. Esto es, remplazando el renglón h2 por el nuevo renglón x1. Esto conduce a la nueva tabla 2.
 1º iteración
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Tabla 2

Para lograr el punto 2. todos los demás reglones incluyendo Z. 

Nuevo renglón = (renglón actual) – (su coeficiente en la columna pivote) *                            


(nueva fila pivote).


Estos cálculos se aplican a la tabla1 en la siguiente forma:
Nuevo renglón h1 = (renglón actual) – (+2) * (nueva fila pivote).
Nuevo renglón h3 = (renglón actual) – (0) * (nueva fila pivote).

Nuevo renglón Z  = (renglón actual) – (–8) * (nueva fila pivote).

Ejecutando estas adiciones y multiplicaciones de reglones en la tabla 1, se obtiene la nueva tabla símplex, 2.

De la tabla 2 tenemos ahora:




                   

y     


Esto completa el paso 3 del método símplex.

Usted puede sustituir los valores de las 5 variables anteriores, en el modelo original para verificar que estos, constituyen una solución factible y producen una utilidad de Z = Bs.1200.

¿Es óptima la solución básica de la tabla 2? Para responder esta pregunta tenemos que regresar al paso 2 del método símplex.

Paso 2. ¿Puede haber una solución básica factible mejor? Observemos en el renglón de Z de la tabla 2. que la variable no básica x2 tiene como coeficiente –5. Lo que quiere decir, que se puede incrementar la utilidad anterior de Bs.1200 si x2 tiene un valor positivo. 

Entonces, x2 se convierte en la columna pivote (o x2 pasa a ser la variable básica entrante).

Paso 3. Encontrar la solución factible mejor. Determinando la mínima razón Solución/Coeficiente, el renglón de h1 se convierte en la fila pivote (o h1 pasa a ser la variable básica saliente) y +1 es el número pivote. Esto se muestra en seguida en la tabla 2. 
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Tabla 2

Utilizando la columna pivote, x2 y la columna de solución de la tabla 2 se obtiene la razón mínima.

Ya que el mínimo entre 200 y 250 esta en el renglón de h1 de la tabla 2, h1 es la variable saliente, para ser remplazada por x2.
Paso 3 (Cont.). Encontrar los valores de las variables básicas. En el Paso 3 necesitamos lo siguiente:
· El número pivote tiene que ser convertido  +1 y la variable básica entrante remplaza la variable básica saliente en la columna de las variables básicas.

· Cada uno de los coeficientes restantes en la columna pivote tienen que ser convertidos a 0.

Para lograr el punto 1 dividimos cada coeficiente de la fila pivote por el número pivote. Esto es, remplazando el renglón h1 por el nuevo renglón x2. Esto conduce a la nueva tabla 3.
 2º iteración 
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Tabla 3

Para lograr el punto 2. todos los demás reglones incluyendo Z. 

Nuevo renglón = (renglón actual) – (su coeficiente en la columna pivote) *                            


(nueva fila pivote).


Estos cálculos se aplican a la tabla anterior en la siguiente forma:

 

Nuevo renglón x1 = (renglón actual) – (0) * (nueva fila pivote).
Nuevo renglón h3 = (renglón actual) – (+1) * (nueva fila pivote).

Nuevo renglón Z  = (renglón actual) – (–5) * (nueva fila pivote).


Ejecutando estas adiciones y multiplicaciones de reglones en la tabla 2, se obtiene la nueva tabla símplex 3.


La nueva solución básica factible es:



Variables


y     Variables

  básicas                                             no básicas 

Esto completa el paso 3 del método símplex.


Usted puede sustituir los valores de las 5 variables anteriores, en el modelo original para verificar que estos, constituyen una solución factible y producen una utilidad de Z = Bs.2200.

¿Es óptima la solución básica de la tabla 3? Para responder esta pregunta tenemos que regresar al paso 2 del método símplex.

Paso 2. ¿Puede haber una solución básica factible mejor? Observemos en el renglón de Z de la tabla 3. que la variable no básica h2 tiene como coeficiente –2. Lo que quiere decir, que se puede incrementar la utilidad anterior de Bs.2200 si h2 tiene un valor positivo. 

Entonces, h2 se convierte en la columna pivote (o h2 pasa a ser la variable básica entrante).

Paso 3. Encontrar la solución factible mejor. Determinando la mínima razón Solución/Coeficiente, el renglón de h3 se convierte en la fila pivote (o h3 pasa a ser la variable básica saliente) y +2 es el número pivote. 

Esto se muestra en seguida en la tabla 3. 
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x2 0 1 1 -2 0 200 200/-2 = -100

x1 1 0 0 1 0 150 150/1 = 150

fila pivote

h3 0 0 -1 2 1 50 50/2 = 25
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Tabla 3

Utilizando la columna pivote, h2 y la columna de solución de la tabla 3 se obtiene la razón mínima.


Ya que el mínimo entre 150 y 25 esta en el renglón de h3 de la tabla 3, h3 es la variable saliente, para ser remplazada por h2.

Paso 3 (Cont.). Encontrar los valores de las variables básicas. En el Paso 3 necesitamos lo siguiente:

· El número pivote tiene que ser convertido  +1 y la variable básica entrante remplaza la variable básica saliente en la columna de las variables básicas.

· Cada uno de los coeficientes restantes en la columna pivote tienen que ser convertidos a 0.

Para lograr el punto 1. dividimos cada coeficiente de la fila pivote por el número pivote. Esto es, remplazando el renglón h1 por el nuevo renglón x2. Esto conduce a la nueva tabla 4.

3ª iteración – Tabla óptima.
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Tabla 4

Para lograr el punto 2. todos los demás reglones incluyendo Z. 

Nuevo renglón = (renglón actual) – (su coeficiente en la columna pivote) *                            


(nueva fila pivote).


Estos cálculos se aplican a la tabla anterior en la siguiente forma:

Nuevo renglón x2 = (renglón actual) – (–2) * (nueva fila pivote).
Nuevo renglón x1 = (renglón actual) – (+1) * (nueva fila pivote).

Nuevo renglón Z  = (renglón actual) – (–2) * (nueva fila pivote).

Ejecutando estas adiciones y multiplicaciones de reglones en la tabla 3, se obtiene la nueva tabla símplex  4.


La nueva solución básica factible es:



Variables
                       

y     Variables


  básicas                                                            no básicas 


Esto completa el paso 3 del método símplex.


Usted puede sustituir los valores de las 5 variables anteriores, en el modelo original para verificar que estos, constituyen una solución factible y producen una utilidad de Z = Bs.2250.

¿Es óptima la solución básica de la tabla 4? Para responder esta pregunta tenemos que regresar al paso 2 del método símplex.

Paso 2.  Encuentre una solución básica factible mejor. La solución dada en la tabla 4 es óptima ya que los coeficientes de las variables no básicas h1, h2 y h3 son cero o positivos. 
Entonces, terminamos el Paso 4.
Paso 4. La solución básica factible actual es la óptima, porque todos los valores del renglón de Z son ≥ 0 (caso maximización).
4.5 Método de penalización
Para resolver problemas que incluyen otro tipo de restricciones (mayor o igual (≥) e igualdad (=)), se emplean los llamados métodos de penalización. Estos métodos siguen básicamente la misma metodología de solución que el algoritmo símplex y simplemente varían en los siguientes puntos.  
· Para las restricciones de mayor o igual e igualdades, se añaden variables artificiales. Estas variables artificiales sirven como un artificio matemático que facilitan la solución y ayudan a que la matriz identidad aparezca en las columnas de las variables básicas. En problemas de este tipo y generalmente después de todo el procedimiento de solución (si el procedimiento tiene solución factible), estas variables artificiales se convierten en no básicas con un valor de cero, de otro modo se puede detectar que el problema no tiene solución básica factible.
· La iteración cero o paso inicial debe ser corregida en función de las modificaciones que se hagan en la función objetivo donde las variables artificiales aparecen con penalizaciones, de ahí su nombre.

Los métodos de penalización son: el Método de la M (M se tipifica como un valor mucho muy grande) y el método de las dos fases.
4.5.1    Método de la “M”
El método de la M trabaja de la siguiente manera:
· Al poner en la forma estándar se añaden variables de holgura a las restricciones del tipo menor o igual; variables artificiales a las restricciones de igualdad y variables de excedencia o superfluas y artificiales a las restricciones mayor o igual.

· En la función objetivo las variables de holgura y superfluas tienen coeficientes de cero, sin embargo a las variables artificiales se las penaliza con un valor grande de  –M (caso Max) y/o +M (caso Min). Este artificio se lo realiza con el objeto de agrandar la región factible, poder converger hacia el resultado óptimo y lograr la matriz identidad para establecer m variables básicas iniciales. Si un problema tiene una solución factible, las variables artificiales deben ser cero en la tabla inicial, esto quiere decir que deben ser no básicas.
· Las variables básicas iniciales que corresponden a la tabla inicial o iteración cero deben incluir a las variables artificiales (ya que como se verá sus columnas forman parte de la matriz identidad), pero sus coeficientes en la función objetivo no son cero sino M; entonces deberán volverse cero haciendo una corrección a la función objetivo y utilizando para ello operaciones elementales de la fila con aquellos renglones que incluyen a estas variables.
· Obtenida la tabla corregida en la función objetivo, se procede a continuar con los pasos del símplex hasta llegar al resultado óptimo. 

Ejemplo de aplicación 4.3
Función objetivo:     Min Z = 5x1 + 1x2
Restricciones:




x1 +  x2  = 5       (1)




x1           ≤ 3       (2)

  


x1 + 3x2  ≥ 12     (3)   

                                 x1   ,  x2 ≥ 0

Estandarizando:

                                        Min Z = 5x1 + x2 + 0h2 + 0S3 + MR1 + MR3
Restricciones:




x1 + x2 + R1                     = 5 




x1               + h2               = 3
                       m = 3



x1 + 3x2           – S3 + R3 = 12        




 x1, x2, h2, S3, R1, R3 ≥ 0                             n = 6

n – m = 6 –  = 3 variables no básicas

m = 3 variables básicas 

Entonces: x1 = x2 = S3 = 0   variables no básicas

y por lo tanto R1 = 5, h2 = 3  y R2 = 12  variables básicas 

Observe que a las restricciones de igualdad (1) se añade una variable artificial R1. A la restricción (2) que es del tipo menor o igual se añade una variable de holgura h2 y a la restricción (3) que es del tipo mayor o igual se resta una variable de excedencia y una variable artificial R3.

En este método las variables artificiales se penalizan en la función objetivo con un valor de +M (caso Min).

El problema tiene tres variables básicas porque se tienen tres restricciones y estas variables básicas deben incluir inicialmente a las artificiales. Según el análisis de la función objetivo las candidatas a ser variables básicas serian h2 y S3 (por tener coeficiente cero en la función objetivo). Sin embargo, si planteamos la tabla inicial nos podemos dar cuenta que las columnas de las variables h2, R1 y R2 forman la matriz identidad; por tanto al cumplirse estas deben ser las variables básicas iniciales.
Finalmente se puede notar que los coeficientes de R1 y R2 en la función objetivo no son cero, sino M; entonces por operaciones elementales de renglones hay que volver cero estos coeficientes para cumplir con una de las propiedades de la definición de variable básica (esto se logra multiplicando por –M al renglón 1 y 3 y sumando estos renglones al renglón de la función objetivo). Entonces:

Tabla inicial o iteración cero.
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Tabla Corregida. 1º iteración
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2ª iteración. Si M = 100, entonces variable entrante x2 y saliente R3  
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   2ª iteración. Si M = 100, entonces variable entrante x1 y saliente R1  
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3ª iteración. Si M = 100, entonces variable entrante S3 y saliente x1  
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Tabla óptima.

En la solución óptima hallada se puede notar que las variables artificiales han desaparecido de la base convirtiéndose en no básicas. En la función objetivo desaparece también el valor de M; por tanto el problema tiene solución óptima factible y es la que aparece en la última tabla.  
4.5.2 Método de las dos fases
El método de las M, desde un punto de vista computacional, puede arrastrar errores de redondeo, debido a que maneja un valor grande M que debe ser introducido al computador y que participa en las operaciones de cálculo. Este error puede ser propagado, haciendo que la solución verdadera se distorsione. El método de las dos fases, trabaja también con variables artificiales y no considera la introducción de un valor M; es por eso que computacionalmente resulta más eficiente. Las características de este método son: 

FASE 1
· Se formula en la forma estándar añadiendo variables de holgura a las restricciones del tipo menor o igual; variables artificiales a las restricciones de igualdad y variables superfluas y artificiales a las restricciones de mayor o igual. 
· En la función objetivo las variables de holgura y superfluas tienen coeficientes de cero, sin embargo las variables artificiales tienen un coeficiente de uno. Si el problema tiene una solución factible, las variables artificiales deben ser cero en la tabla final, esto quiere decir que deben volverse no básicas.
· Se construye una función objetivo (Min) adicional (r) que solo tome en cuenta a las variables artificiales.
· Las variables básicas iniciales que corresponden a la tabla inicial o iteración cero deben incluir a las variables (ya que como se vera sus columnas forman parte de la matriz identidad), pero sus coeficientes en la función objetivo no son cero sino uno; estos coeficientes deben ser transformados en cero operando con las filas que incluyen a estas variables y que al final deben sumarse al renglón de r. (Nuevo renglón r = Renglón anterior + Coef. de f.o. de R1,..,n * renglón de R1,.., n.)
· Obtenida la tabla corregida en la función objetivo, se procede a iterar siguiendo los pasos del símplex hasta llegar a que la función objetivo sea cero (si el problema tiene solución factible; caso contrario no tiene solución factible y termina el proceso). Esto garantiza que las variables artificiales sean cero y desaparezcan de la base.   
FASE 2

· Se toma en cuenta la ultima tabla de la FASE 1 (se pueden eliminar las columnas que corresponden a las variables artificiales ya que estas se habrán hecho cero) y se introducen los valores originales de la función objetivo. Se presentara el problema de que las variables básicas finales no tienen coeficiente cero en la función objetivo, esto se corrige con operaciones elementales de fila.
· Se verifica la optimidad viendo si todos los coeficientes de la función objetivo son mayores o iguales que cero (caso Max); si esto no procede a iterar con los pasos del símplex hasta encontrar el óptimo.
Ejemplo de aplicación 4.4

Un alumno que repite la materia de sistemas de ingeniería acude al psiquiatra y este le informa que su falta de entusiasmo se debe a un déficit de tiamina y niacín prescribiéndole un mínimo de 1 mg. y 10 mg. diarios, respectivamente. El doctor le sugiere que obtenga la mitad de la dosis mediante un desayuno a base de cereales. El alumno, que no cuenta con demasiados recursos económicos, trata de hacer mínimo el costo de las vitaminas. Una vez en el supermercado, se informa acerca de los dos únicos desayunos que le agradan: A y B.
	Cereal
	Tiamina por Onza
	Niacín por Onza
	Costo por Onza



	A
	0.12 mg.
	0.60 mg.
	Bs. 14

	B
	0.13 mg.
	1.59 mg.
	Bs. 24



Determinar la mezcla a realizar para que el costo sea mínimo y asegure la mitad de la dosis de vitaminas prescritas por el psiquiatra.
Sea:  x1 = Cereal A por onza

x2 = Cereal B por onza

Función objetivo:     Min Z = 14x1 + 24x2
Restricciones:




0.12x1 + 0.13x2 ≥ 1       (1)




0.60x1 + 1.59x2 ≥ 10     (2)

                                 x1   ,  x2 ≥ 0

Estandarizando:

                                        Min Z = 14x1 + 24x2 + 0S1 + 0S2 

Restricciones:




0.12x1 + 0.13x2 – S1 = 1 









0.60x1 + 1.59x2 – S2 = 10     
   


          x1, x2, S1, S2 ≥ 0                      
FASE I.

min r = R1 + R2
Sujeto a:

n – m = 6 – 2 = 4 variables no básicas

m = 2 variables básicas 

Entonces: x1 = x2 = S1 = S2 = 0   variables no básicas

y por lo tanto R1 = 1 y R2 = 10  variables básicas 

Observe que a las restricciones de mayor o igual se añade una variable artificial R1 y R2 respectivamente 

Tabla inicial o iteración cero.
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Tabla Corregida o 1º Iteración.

El nuevo valor del renglón r se halla de la siguiente manera:


Nuevo renglón r = Renglón anterior + Coef. de f.o. de R1,..,n * renglón de R1,.., n. 

O sea:


Nuevo renglón r = Renglón anterior + [(1* renglón de R1) + (1* renglón de R2)]
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El nuevo renglón r se usa para resolver la FASE I del problema. 

2º Iteración. Variable entrante x2 y la variable saliente R2.
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3º Iteración. Variable entrante S2 y la variable saliente R1.
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Como mínimo de r = 0, la FASE I produce la solución básica factible S2 = 2.23, x2 = 7.69. Llegado a este punto, las variables artificiales ya cumplieron su misión y se pueden eliminar de la tabla las columnas, por completo y pasar a la FASE II.
FASE II. Después de eliminar las columnas artificiales, el problema original se escribe así:





Min Z = 14x1 + 24x2 
Restricciones:




0.87x1           – 12.23S1 + S2 = 2.23 







0.92x1 +    x2 – 7.69S1           = 7.69     

   


          x1, x2, S1, S2 ≥ 0                      
En esencia, la FASE I es un procedimiento que transforma las ecuaciones originales de restricción en tal forma que se obtiene una solución factible básica de inicio para el problema. La tabla asociada con la FASE II del problema es por consiguiente:
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De nuevo, como las variables básicas S2 y x2 tiene coeficiente no cero en el renglón de z, deben sustituirse y eliminarse con los siguientes cálculos: 

Nuevo renglón Z = Renglón anterior - Coef. de f.o. de var. básicas * renglón de var. básicas. 

O sea:


Nuevo renglón Z = Renglón anterior - [(0* renglón de S2) + (– 24  * renglón de x2)]
La tabla inicial de la FASE II resulta entonces:

4º Iteración.
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  5º Iteración. Variable entrante x1 y la variable saliente S2.
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Tabla óptima

La salida de las columnas de las variables artificiales al terminar la FASE I solo se hacen cuando toda ellas sean no básicas (como ilustra el ejemplo). Sin embargo, es posible que las variables artificiales sigan siendo básicas pero a nivel cero al final de la FASE I. En ese caso, esas variables formaran por necesidad, parte de la solución básica de inicio por FASE II. 

En consecuencia, se debe modificar los cálculos en la FASE II para asegurar que una variable artificial que nunca se haga positiva durante las iteraciones en esa FASE II.


Las reglas para garantizar que una variable artificial que es cero al final de la FASE I nunca se vuelva positiva durante la FASE II, son las siguientes:

· Si en la columna pivote el coeficiente de restricción correspondiente a la variable básica artificial es positivo, definirá al número pivote en forma automática (por que corresponde a la razón mínima de cero), y como se busca, la variable artificial se vuelve no básica en la siguiente iteración. 
· Si el elemento de la columna pivote es cero, la siguiente iteración dejara la variable artificial inalterada, en el nivel cero.

· Si el elemento de la columna pivote es negativo, la razón mínima no se asociara con la variable artificial básica (0). En este caso, si la razón mínima resultante resulta ser positiva, la variable artificial asumirá un valor positivo en la siguiente iteración (¿Se da usted cuenta porque?) y se necesitara evitar que eso suceda. Para hacerlo, se obliga a la variable artificial a salir de la solución de cualquier modo. Si se observa que la variable artificial esta en el nivel cero, la eliminación de la solución básica no afectara la factibilidad de las variables básicas restantes.


Resumiendo, la regla de la FASE II indica obligar a la variable artificial a salir de la solución básica en cualquier momento en que su coeficiente de restricción en la columna de pivote sea positiva o negativa, de hecho, esta regla se puede aplicar al final de la FASE I, para eliminar las variables artificiales cero de la solución básica, antes de siquiera comenzar en la FASE II

4.6 Fundamentos matemáticos


Formalizaremos los conceptos vertidos en la sección anterior, para fijar ideas utilizaremos esta información para elaborar la tabla símplex general en forma matricial. Con esto daremos paso al modelo símplex revisado.

 
Forma típica: 

Optimizar z = CX

Sujeto a:

(AI)X = b

X  0


Con I matriz identidad de dimensión m,

  X = (x1, x2, ... , xn)T, C =(c1, c2, ... ,cn), b = (b1, b2, ..., bm)T


La matriz A:

	PRIVATE
a11
	a12
	...
	a1,n-m

	a21
	a22
	...
	a2,n-m

	...
	...
	...
	...

	am1
	am2
	...
	am,n-m


4.6.1 Soluciones básicas y bases

Algebraicamente un punto extremo del espacio factible está asociado a una solución básica de la ecuación matricial (AI)X = b. Como el sistema tiene “m” ecuaciones escalares y “n” incógnitas, se obtiene una solución básica haciendo “n-m” variables iguales a 0 y resolviendo las “m” ecuaciones con “n” incógnitas. 

Sea:

(AI)X =  j=1,nPjxj

Los vectores independientes correspondientes a “m” vectores columnas Pj de (AI) corresponde a una solución básica de (AI)X = b. En este caso los “m” vectores escogidos forman una base cuya matriz cuadrada es no singular.

4.6.2 Método Símplex
La idea general del método Símplex es comenzar en un punto extremo y desplazarse hacia un punto extremo adyacente con el objeto de mejorar el valor de la función objetivo, manteniendo la factibilidad. La manera más sencilla de seleccionar un punto extremo inicial es usar la base B constituida por variables de holgura y/o artificiales. De esta forma la base B inicial es la matriz identidad I que obviamente es una base. Los puntos extremos adyacentes se determinan intercambiando un vector de B con un vector no básico que moverá la solución hacia la optimalidad.

4.6.2.1  Tabla Símplex en forma matricial

Expresemos el programa lineal en forma matricial:
Max z = CX

Sujeto a: (AI)X = b

X  0

Subdividamos el vector X en XI y XII, entonces el problema estándar se puede escribir de la siguiente manera: (I)<div align="center">
	PRIVATE
1
	-CI
	-CII
	z
	=
	0

	0
	A
	I
	XI
	=
	b

	
	
	
	XII
	=
	0


En una iteración cualquiera, sea XB La representación de las variables básicas y B su base asociada, entonces XB representa a “m” elementos de X y B representa los vectores de (AI) correspondientes a XB, y sea CB el vector de elementos de C asociado a XB.

 
Entonces: 

B XB = b y z = CBXB

O bien:

	PRIVATE
1
	-CB
	Z
	=
	0

	0
	B
	XB
	
	b


 

La solución se puede expresar:

	PRIVATE
z
	=
	1
	CBB-1
	0
	=
	CBB-1b

	XB
	
	0
	B-1
	b
	
	B-1b


 
Por lo tanto, aplicando este resultado, premultiplicando a (I) se obtiene

	PRIVATE
1
	CBB-1
	1
	-CI
	-CII
	Z
	
	CBB-1b

	0
	B-1
	0
	A
	I
	XI
	=
	B-1b

	
	
	
	
	
	XII
	
	


 
Esta ecuación matricial se resuelve mediante la iteración símplex general (II):

	PRIVATE
Básica
	XI
	XII
	Solución

	z
	CBB-1A-CI
	CBB-1-CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A
	B-1
	B-1b


 
Esta tabla muestra los detalles del cálculo del método símplex, es decir, si se conoce B se puede encontrar en cada paso B-1, por lo tanto XB y z.

 
Por ejemplo consideremos el método símplex con variables de holgura, en este caso, CII = 0 la solución básica inicial se identifica como: 

XB = XII, CB = CII = 0, B = I, B-1 = I
Sustituyendo en (II) se obtiene el método símplex general con variables de holgura (III):

	PRIVATE
Básica
	XI
	XII
	Solución

	z
	-CI
	
	0

	XB
	A
	I
	b


Si utilizamos símplex con variables artificiales (variables utilizadas como variables de holgura para las restricciones que no cumplen la forma estándar). En este caso CII = (-M,-M,..., -M) (coeficientes de penalización para la función objetivo). La solución básica inicial se puede expresar como: 

XB = XII, CB = CII, B = I, B-1 = I

Sustituyendo en (II) se obtiene el método símplex general con variables artificiales y de holgura (IV):

	PRIVATE
Básica
	XI
	XII
	Solución

	z
	CIIA-CI
	0
	CIIb

	XII
	A
	I
	b


4.7  Método Símplex revisado 
La tabla del método símplex queda determinada por la Matriz B y B-1 por lo que las iteraciones símplex pueden diferir en la forma en que se calcule B-1, esto sugiere ventajas desde el punto de vista del cálculo numérico: 

· En problemas grandes de PL, las operaciones de Gauss Jordan conduce a acumulación de errores de redondeo, en el símplex revisado se utiliza sólo la información de B y los datos originales, por lo que se controla el error de redondeo sólo en el cálculo de B-1. 
· La naturaleza de las operaciones del método símplex, indica que no es necesario calcular todos lo elementos de la tabla. 

El método se basa en un procedimiento del álgebra matricial para calcular la inversa de una nueva base a partir de la inversa de otra base, siempre que las dos bases difieran sólo en un vector columna. Este procedimiento se ajusta muy bien a los cálculos del método símplex ya que las bases sucesivas difieren exactamente en una columna como resultado del intercambio de los vectores entrante y saliente.

Sea:
 Imxm = (e1, e2,…, em)
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Una matriz identidad, donde ei es el i-ésimo vector unitario, i = 1,…., m. Sea Pr el vector de salida de la base y Pj el vector de entrada en la nueva base. Entonces, la siguiente relación asocia a B-1 y Bsig-1
Bsig-1 = EB-1
Donde:

E = (e1, e2,…, er-1, ξ, er+1, ...em)

Con 

ξ = (...,
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,…) excepto en el lugar r el elemento es 
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αj = B-1Pj
si 
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Paso 1: Determinación del vector entrante Pj

Calcular Y = CBB-1 para calcular zj - cj = YPj- cj donde Pj es cada vector no básico, se selecciona el vector entrante Pj con el zj - cj más negativo (positivo) para maximización (para minimización), el empate se rompe en forma arbitraria, si todos los zj - cj son ≥ 0 (≤ 0) se obtiene la solución óptima: 

Z = CBXB, XB = B-1b
Paso 2: Determinación del vector saliente Pr 

· Dado el vector entrante Pj calcular: Los valores de las variables básicas XB = B-1b 
· Los coeficientes de las restricciones que determinan las variables entrantes: 
α j = B-1Pj

El vector saliente Pr debe estar asociado a:

θ = mink { 
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Donde (B-1b)k es el elemento k de B-1b y 
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es el elemento k de α j si no se encuentra un 
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 > 0, el problema no tiene solución acotada.

Paso 3: Determinación de la base siguiente:

Dada la base B, calcular la base siguiente:

Bsig-1 = EB-1

Ejemplo de aplicación 4.5
Maximizar Z = 4x1 + 3x2+ 6x3
sujeta a:




3x1 + 1x2+ 3x3 ≤ 30       (1)




2x1 + 2x2+ 3x3 ≤ 40       (2)

                                 x1, x2, x3 ≥ 0

Estandarizando:




Maximizar Z = 4x1 + 3x2+ 6x3 + 0h1 + 0h2
sujeta a:




3x1 + 1x2+ 3x3 + h1       = 30       




2x1 + 2x2+ 3x3       + h2 = 40       

                                  x1, x2, x3, h1, h2  ≥ 0

[image: image33.wmf]{

{

{

b

X

B

A

h

h

x

x

x

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

40

30

1

0

3

2

2

0

1

3

1

3

5

4

3

2

1

4

3

4

2

1


C = (4,3,6,0,0);     XB = (h4, h5);      CB = (0,0);      B = (P4, P5) = I

B-1 = I = 
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1ª iteración 
Paso 1. Determinación del vector entrante Pj

Y = CBB-1 = (0,0)I = (0,0) 
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Calculamos zj - cj = YPj- cj

Y(P1,P2,P3) - (c1,c2,c3) = (0,0) 
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Selecciona el vector entrante Pj con el zj - cj más negativo por ser maximización, entonces: El vector entrante es P3.
Paso 2. Determinación del vector saliente

P3 ingresa a la base

XB = B-1b = Ib = 
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α3 =
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El vector saliente es P4.

Paso 3 Determinación de la base siguiente:

ξ = (...,
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ξ = (
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E = (e1, e2,..., er-1, ξ, er+1, ...em) =
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Luego:

Bsig-1 = EB-1 = 
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La nueva solución básica es:

XB = (x3, h5) = B-1b = 
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XB = (10,10)T
	Básica
	XI
	XII
	Solución

	Z
	CBB-1A-CI
	CBB-1-CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A
	B-1
	B-1b


1ª iteración
	Básica
	x1
	x2
	x3
	h4
	h5
	Solución

	z
	2
	-1
	0
	2
	0
	60

	x3
	1
	1/3
	1
	1/3
	0
	10

	h5
	-1
	1
	0
	-1
	1
	10


2ª iteración

C = (4,3,6,0,0);     XB = (x3, h5);      CB = (6,0);      B-1 = 
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Paso 1. Determinación del vector entrante Pj

Y = CBB-1 = (6,0) 
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Calculamos zj - cj = YPj- cj

Y(P1,P2,P4) - (c1,c2,c4) = (2,0) 
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Selecciona el vector entrante Pj con el zj - cj más negativo para maximización, entonces: El vector entrante es P2.
Paso 2. Determinación del vector saliente


P2 ingresa a la base

XB = B-1b =  
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El vector saliente es P5.
Paso 3 Determinación de la base siguiente:

ξ = (...,
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E = (e1, e2,...,er-1, ξ, er+1, ...em) =
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Luego:

Bsig-1 = EB-1 = 
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La nueva solución Básica es:

XB = (x3, x2) = B-1b = 
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XB = (
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,10)T
	Básica
	XI
	XII
	Solución

	z
	CBB-1A-CI
	CBB-1-CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A
	B-1
	B-1b


2ª iteración

	Básica
	x1
	x2
	x3
	h4
	h5
	Solución

	z
	1
	0
	0
	1
	1
	70

	x3
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	x2
	-1
	1
	0
	-1
	1
	10


3ª iteración

C = (4,3,6,0,0);     XB = (x3, x2);      CB = (6,3);      B-1 = 
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Paso 1. Determinación del vector entrante Pj

Y = CBB-1 = (6,3) 
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Calculamos zj - cj = YPj- cj


Y
(P1,P4,P5) - (c1,c4,c5) = (1,1) 
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Como el vector entrante Pj con el zj - cj ≥ 0;  para maximización, entonces la iteración dos es óptimo con:
x1= 0, x2 =10, x3 =
[image: image82.wmf]3
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, h1 = 0 y h2 = 0
Zóptimo = 70
Ejemplo de aplicación 4.6 

Dada la tabla óptima del símplex

	Básica
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	Solución
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Hallar

a) El máximo valor de Z

b) Las ecuaciones originales.
Utilizando la tabla Símplex en forma matricial
	PRIVATE
Básica
	XI
	XII
	Solución

	z
	CBB-1A-CI
	CBB-1-CII
	CBB-1b

	XB
	B-1A
	B-1
	B-1b


Tenemos:
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Obtención de los coeficientes de las restricciones
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Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos:
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Determinación de los valores del lado derecho de las restricciones
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Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos:
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Determinación de los coeficientes de la función objetivo
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Resolviendo las operaciones matriciales tenemos:
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Para la hallar la solución óptima se utiliza la siguiente ecuación:
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Las ecuaciones originales son:

Maximizar Z = 3.14 x1 + 1.54 x2
Sujeta a: 

2.28 x1 + 2.57 x2 ≤ 3.45

3.43 x1 + 0.86 x2 ≤ 2.93

4.57 x1 – 0.86 x2 ≤ 5.41
4.8 Casos especiales de la aplicación del Método Símplex. 
En esta sección se examinarán cuatro casos especiales que se presentan al aplicar el método símplex.
·  Degeneración
·  Óptimos Alternativas.
·  Soluciones no acotadas.

·  Soluciones inexistentes (o no factibles).

El interés de estudiar esos casos especiales es doble: 1) presentar una explicación teórica de esos casos, y 2) presentar una interpretación práctica de lo que pudieran significar esos resultados especiales en un problema de la vida real.

4.8.1 Degeneración 
Al aplicar la condición de factibilidad del método símplex, se puede romper un empate en la razón mínima en forma arbitraria. Cuando se presenta un empate, al menos una variable básica será cero en la siguiente iteración, y se dice que la nueva solución es degenerada.

No hay que alarmarse al manejar una solución degenerada, a excepción de una pequeña incomodidad teórica de ciclado, que describiremos en breve. Desde el punto de vista práctico, la condición indica que el modelo tiene al menos una restricción redundante. Para poder presentar mejor perspectiva de los impactos prácticos y teóricos de la degeneración presentaremos un ejemplo numérico, que resolveremos en forma algebraica y gráfica.
Ejemplo de aplicación 4.7       (Solución óptima degenerada)



Maximizar z = 3x1 + 2x2
sujeta a:




	4x1
	− x2
	≤ 8

	4x1
	+ 3x2
	 ≤ 12

	4x1
	+ x2
	≤ 8 

	x1
	,x2
	≥ 0


Estandarizando:




Maximizar z = 3x1 + 2x2 + 0h1 + 0h2 + 0h3
sujeta a:

	4x1
	− x2
	+ h1
	
	
	≤ 8

	4x1
	+ 3x2
	
	+ h2
	
	≤ 12

	4x1
	+ x2
	
	
	+ h3
	≤ 8

	x1
	,x2
	,h1
	,h2
	,h3
	≥ 0
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En la iteración de inicio empatan h1 y h3 como variable de salida. Es la razón por la que la variable básica de salida h3 es cero en la iteración 1, y se obtiene así una solución básica degenerada. Se alcanza el óptimo después de una iteración más.
¿Qué implica la degeneración en la práctica? Véase la figura 4.1, que se muestra la solución gráfica del modelo.
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Pasan dos líneas por el punto óptimo (x1 = 1.5, x2 = 2). Como este es problema bidimensional, esta sobredeterminado y una de las restricciones es redundante.

En la práctica, el sólo conocer que algunos de los recursos son superfluos puede ser valioso durante la implementación de la solución. Esta información también puede conducir a descubrir irregularidades en la construcción del modelo. Desafortunadamente no hay técnicas fiables para identificar las restricciones redundantes en forma directa a partir de la tabla.

Desde el punto de vista teórico, la degeneración tiene dos implicaciones. La primera es el fenómeno de ciclos o círculos. Al ver las iteraciones símplex 1 y 2, el lector notara que el valor objetivo no mejora (z = 6). Por consiguiente, es posible que el procedimiento símplex repita una serie de iteraciones sin mejorar el valor objetivo, y nunca terminar los cálculos. Aunque hay métodos para eliminar los ciclos, estos conducen a retardos drásticos en los cálculos. Por esta razón, la mayor parte de los programas informáticos para programación lineal no prevén los ciclos, basados en el hecho que rara vez suceden en la práctica.
El segundo aspecto teórico surge al examinar las iteraciones 1 y 2. Las dos, aunque difieren en la clasificación de las variables en básica y no básica, producen valores idénticos para todas las variables y el objetivo, que son:

x1 = 2, x2 = 0, h1= 0, h2 = 4, h3 = 0 y z = 6
Entonces, ¿es posible detener los cálculos en la iteración 1 (cuando aparece la degeneración por primera vez) aun cuando no sea óptima? La respuesta es no, porque la solución puede ser temporalmente degenerada, lo cual nos da que la iteración 3ª es la óptima. 
x1 = 1.5, x2 = 2, h1= 4, h2 = 0, h3 = 0 y z = 8.5

4.8.2 Óptimos alternativos
Cuando la función objetivo es paralela a un restricción obligatoria (es decir, una restricción que se satisface como ecuación en la solución óptima), la función objetivo asumirá el mismo valor óptimo, que se llama óptimos alternativos, en más de un punto de solución. El siguiente ejemplo muestra que hay una cantidad infinita de esas soluciones. También demuestra un significado práctico de encontrar óptimos alternativos.  
Ejemplo de aplicación 4.8     (Infinidad de soluciones)




Maximizar z = 4x1 + 8x2
sujeta a:




	2x1
	+4x2
	≤ 10

	2x1
	+2x2
	≤ 8

	x1
	,x2
	≥ 0


La figura 4.2 muestra como pueden presentarse óptimos alternativos en el modelo de programación lineal cuando la función objetivo es paralela a una restricción obligatoria. Todo punto del segmento de recta BC representa un óptimo alternativo con el mismo valor objetivo z = 20.
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Estandarizando:




Maximizar z = 4x1 + 8x2+ 0h1 + 0h2 + 0h3
sujeta a:

	2x1
	+4x2
	+ h1
	
	≤ 10

	2x1
	+2x2
	
	+ h2
	≤ 8

	x1
	,x2
	,h1
	,h2
	≥ 0


La siguiente tabla muestra las iteraciones del modelo.
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La iteración 1 llega al óptimo x1 = 0, x2 = 2.5 y Z = 20, que coincide con el punto B de la figura 4.2. ¿Cómo saber en esta iteración que existen óptimos alternativos? Examine los coeficientes de las variables nos básicas, en la ecuación z de la iteración 1. El coeficiente de x1 no básica es cero, lo que indica que x1 puede entrar en la solución sin cambiar el valor de z, pero causando un cambio en los valores de las variables. Eso es justo lo que hace la iteración 2: dejar que x1 entre a la solución básica, con lo que se obliga a que salga h2. Esto da como resultado un nuevo punto de solución en C (x1 = 3, x2 = 1, Z =10).

El método símplex solo determina los dos puntos de esquina, B y C. Se pueden determinar matemáticamente todos los puntos (x1, x2) en el segmento de recta BC como promedio ponderado no negativo de los puntos B y C. Así, dado 0 ≤ α ≥ 1 y que
B: x1 = 0,      x2 = 2.5

C: x1 = 3,      x2 = 1

Todos los puntos del segmento de recta BC se expresan con

x1 = α (0) + (1 – α )(3) = 3 – 3α
x2 = α (2.5) + (1 – α )(1) = 1 + 1.5α

En la práctica, los óptimos alternativos son útiles porque permiten escoger entre muchas soluciones sin que se deteriore el valor objetivo. Por ejemplo, en este caso, la solución en B indica que solo la actividad 2 esta en un nivel positivo, mientras que en C ambas actividades son positivas. Si el ejemplo representa un caso de mezcla de productos, podría ser benéfico, desde el punto de vista de competencia en ventas, fabricar dos productos en lugar de uno. En este caso, la solución C puede ser más atractiva 
4.8.3 Solución no acotada
En algunos modelos de programación lineal, los valores de las variables pueden aumentar en forma indefinida sin violar alguna de las restricciones, y eso significa que el espacio de soluciones es no acotado al menos en una dirección. El resultado es que el valor objetivo puede aumentar (en caso de maximización) o disminuir (si se trata de minimización) en forma indefinida. En ese caso, tanto el espacio de soluciones como el valor óptimo objetivo no están acotados.
La no acotación apunta hacia la posibilidad de que le modelo este mal construido.
Las irregularidades más probables es esos modelos son que no se hayan tomado en cuenta una o más restricciones redundantes, y que los parámetros (constantes) de algunas restricciones puedan no haberse estimado en forma correcta.

El siguiente ejemplo muestra como se puede reconocer la no acotación, tanto del espacio de soluciones como el valor objetivo, en la tabla símplex.

Ejemplo de aplicación 4.9    (Valor objetivo no acotado)




Maximizar Z = 4x1 + 2x2
sujeta a:




2x1 – 4x2   ≤ 20       (1)



            4x1 +        ≤ 80       (2)

                                 x1   ,  x2 ≥ 0

Estandarizando:




Maximizar Z = 4x1 + 2x2
sujeta a:




2x1 – 4x2 + h1 ≤ 20       




4x1          + h2 ≤ 80     

                                 x1, x2, h1, h2  ≥ 0

La siguiente tabla muestra las iteraciones del modelo.
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En la tabla de inicio tanto x1 como x2 son candidatos para entrar en la solución. Como x1 tiene el coeficiente más negativo, se selecciona, normalmente, como la variable de entrada. Sin embargo, todos los coeficientes de restricción bajo x2 son negativos o cero, y eso indica que x2 puede aumentar en forma indefinida sin violar cualquiera de las restricciones (compárese con la interpretación gráfica de la razón mínima, en la figura 4.3). Como cada aumento de una unidad en x2 aumentara 1 a z, un aumento infinito de x2 también dará como resultado un aumento infinito en z. Así, el problema no tiene solución acotada. Este resultado se puede ver en la figura 4.3. El espacio de soluciones no esta acotado en la dirección de x2, y el valor de z puede aumentar en forma indefinida.

La regla para reconocer la no acotación es que si en cualquier iteración todos los coeficientes de restricción de toda variable no básica son cero o negativos, entonces el espacio de soluciones no esta acotado en esa dirección. Si además el coeficiente objetivo de esa variable es negativo en caso de maximización, o positivo en caso de minimización, entonces también el valor objetivo es no acotado.
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4.8.4 Solución no factible
Los modelos de programación lineal con restricciones inconsistentes no tienen solución factible. Estos casos nunca suceden si todas las restricciones son del tipo ≤ (suponiendo lados derechos no negativos), porque las holguras permiten tener una solución factible. Para otros tipos de restricciones se usan variables artificiales. Aunque esas variables artificiales se penalizan en la función objetivo, para obligarlas a ser cero en el óptimo, eso sólo puede suceder si el modelo tiene un espacio factible. En caso contrario, al menos una variable artificial será positiva en la iteración óptima. 

Desde el punto de vista práctico, un espacio no factible indica la posibilidad de que el modelo no esté bien formulado.

 Ejemplo de aplicación 4.10     (Espacio de soluciones no factibles)




Maximizar Z = 9x1 + 6x2
sujeta a:




6x1 +  3 x2   ≤ 6       (1)



            9x1 + 12x2   ≥ 36       (2)

                                 x1   ,  x2 ≥ 0
Estandarizando:




Maximizar Z = 9x1 + 6x2 – MR1 

sujeta a:




6x1 +  3x2 + h1                = 6       




9x1 + 12 x2 – S2 +R1   = 36     

                                 x1, x2, h1, S2, R1 ≥ 0

La siguiente tabla muestra las iteraciones del modelo.
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La iteración óptima indica que la variable artificial R1 es positiva (= 12), que además indica que el problema es no factible. La figura 4.4 muestra el espacio de soluciones no factibles. Al permitir que la variable artificial sea positiva, el método símplex ha invertido, en esencia, la dirección de las desigualdades de     9x1 + 12x2   ≥ 36   a 9x1 + 12x2   ≤ 36 (¿Puede usted explicar como?). El resultado es lo que se puede llamar una solución pseudo-óptima.    
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4.9 Solución por computadora
4.9.1 Iteraciones símplex con TORA

Con TORA se puede hacer todas las iteraciones símplex en el formato descritos en la sección 4.4 y 4.5. Ingrese el modelo en forma acostumbrada. A continuación, en el menú Solve/modify (resolver/modificar), seleccione  Solve Problem => algebraic =>Iterations => Escoger el método (símplex, M, o dos fases) o All-slack starting solution (resolver/algebraico/iteraciones/todas las holguras). A continuación, especifique la exactitud que desee en el resultado y haga clic en Go To Output Screen (ir a la pantalla de resultados).
La figura 4.5 muestra las iteraciones símplex generadas para el modelo del ejemplo 1 de la compañía que produce ladrillos. Puede usted generar una o todas las iteraciones, haciendo clic en Next Iteration (iteración siguiente) o en All Iterations (Todas las iteraciones). Si opta usted por generar las iteraciones una por una, podrá especificar las variables de entrada y de salida haciendo clic en los encabezados de su columna y renglón correspondiente. Si sus selecciones son correctas, la columna se vuelve verde y el renglón se vuelve rojo. Si no aparecerá un mensaje de error. Esta clase de retroalimentación le debe ayudar a concentrarse en comprender los conceptos básicos del método símplex, sin hacer las tediosas operaciones de renglón de Gauss-Jordan.
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Figura 4.5
4.9.2 Reportes del WinQSB

Parta del menú Inicio = > Programas = > WinQSB = > Linear and Integer Programming.
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Figura 4.6
Una vez hecha la selección de Linear and Integer Programming haga clic en new Problem, y coloque los datos del problema (criterio de la función objetivo, formato de los datos de entrada, número de variables y restricciones) y haga clic en OK
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Figura 4.7
Proceda a ingresar los datos del problema de la siguiente manera:
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Figura 4.8
Una vez ingresados los datos del problema escoja una de los métodos para iniciar las iteraciones del modelo de programación lineal en Solve and Analyse y haga clic en Solve and Display Steps.
 
 Y aparecerá la primera iteración, luego presione símplex Iteration = > Next Iteration. Hasta hallar el óptimo. En la figura 4.9 se resuelve el ejemplo 4.3.
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Figura 4.9
4.9.3 Solución de programa lineal con SOLVER de EXCEL
Para mostrar el uso de Excel en la preparación de los datos (la entrada) en un formato a recuadro para Excel Solver se usa el modelo de la compañía de ladrillos. La parte superior de la figura 4.10 muestra la distribución de la hoja de cálculo para el modelo. Muestra 4 tipos de información: 1) celdas de datos (áreas sombreadas, B5:C8 y F6:F8). 2) celdas que representan las variables y la función objetivo que se debe evaluar (celdas regulares gruesas, B13:D13). 3) definición algebraica de la función objetivo y el lado derecho de la restricciones (celdas rectangulares interrumpidas o punteadas, D5:D8), y 4) celdas que solo contienen nombres o símbolos explicativos. Solver solo requiere los tres primeros tipos. El cuarto tipo se usa principalmente para mejorar la legibilidad del modelo; no tiene otro objeto. La posición relativa de las cuatros clases de información en la hoja de cálculo no necesita pegarse a la distribución que se ve en la figura 4.10, por ejemplo, las celdas que define la función objetivo y la variables no necesitan ser vecinas, ni deben colgarse en la parte inferior del problema. Lo importante es que sepa donde están, para Solver las pueda referenciar. Sin embargo, siempre se aconseja usar el formato que sugiere la figura, porque mejora la legibilidad del modelo.
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Figura 4.10
¿Cómo se vincula Solver con los datos de la hoja de cálculo? Primero, se dan definiciones ”algebraicas” equivalentes de la función objetivo y del lado izquierdo de las restricciones usando los datos (celdas sombreadas) y la función objetivo, así como las variables (celdas rectangulares gruesas). A continuación se coloca las formulas resultantes en celdas apropiadas del rectángulo de línea interrumpida. La tabla siguiente muestra las funciones algebraicas, las formulas equivalentes de la hoja de cálculo y su colocación en celdas adecuadas.
	
	Expresión algebraica
	Formula en hoja de cálculo
	Celda objetivo

	Objetivo Z
	8x1 + 5x2
	= B5*$B$12 + C5*$C$12
	D5

	Restricción 1
	2x1 + 1x2
	= B6*$B$12 + C6*$C$12
	D6

	Restricción 2
	1x1 + 0x2
	= B7*$B$12 + C7*$C$12
	D7

	Restricción 3
	0x1 + 1x2
	= B8*$B$12 + C8*$C$12
	D8


Observe que sólo necesita usted capturar la formula para la celda D5, y a continuación copiar en las celdas D6:D8. Para hacerlo en forma correcta, se deben reemplazar B12 y C12 (que representan x1 y x2) con las referencias fijas $B$12 y $C$12. Para programas lineales más grandes, seria más cómodo ingresar
=SUMAPRODUCTO (B5:C5, $B$12:$C$12)
en la celda D5, y copiarlos en las celdas D6:D8.
Llegados a este punto, todos los elementos del modelo de programación lineal quedan listos para enlazarse con Solver. Desde el menú Herramientas de Excel, seleccione Solver para abrir la caja de dialogo que se ve en la figura 4.11. Primero, usted define la función objetivo Z, y el sentido de optimización, capturando los datos siguientes:
 Celda objetivo: $D$5
Valor de la celda objetivo: Máximo
Cambiando las celdas: $B$12:$C$12
Esta información indica a Solver que las variables definidas por las celdas $B$12 y $C$12 se determinan maximizando la función objetivo de la celda $D$5.
El último paso es establecer las restricciones de los problemas haciendo clic en el botón Agregar del cuadro de diálogo. Aparecerá otro cuadro de dialogo para facilitar la captura de los elementos de las restricciones (lado izquierdo, tipo de desigualdad y lado derecho) en una forma adecuada. En ese nuevo cuadro de diálogo, las restricciones se ingresan como sigue:

$D$6:$D$8 <= $F$6:$F$8

Recuerde que F6:F9 definen el lado derecho de las restricciones.

Las únicas   restricciones restantes son las de no negatividad, que se aumentaran al modelo haciendo Agregar y escribiendo a continuación: 

$B$12:$C$12 >= 0
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Figura 4.11
Cuando se aplica Solver al problema, aparecerá el valor óptimo de Z en la celda D5, y los valores de x1 y x2 irán a las celdas B12 y C12, respectivamente. Por comodidad usaremos la celda D12 para mostrar el valor óptimo de Z, ingresando en ella la formula = D5. De esta manera, todos los elementos de la solución óptima aparecen uno junto a otro en el mismo renglón.

Ya estamos listos para resolver el modelo, sólo con hacer clic en el botón de comando Resolver. Sin embargo, antes hay que hacer clic en Opciones para seleccionar nuevas características para la solución (tiempo máximo de ejecución, cantidad máxima de iteraciones, precisión, etc.) si así se desea. Lo más importante es que revise usted el cuadro marcado con Adoptar modelo lineal para obtener un resultado adecuado de programación lineal. Opciones también permite especificar que todas las variables sean no negativas.
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Figura 4.12
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Figura 4.13
Si el planteo del modelo es correcto, la solución aparecerá en las celdas de resultados (B12:D12) de la hoja de resultados. También, un nuevo cuadro de diálogo llamado Resultados de Solver le dará oportunidad de pedir más detalles de la solución, incluyendo el importante análisis de sensibilidad. Esos informes se guardaran en hojas separadas. La figura 4.14 muestra el informe de sensibilidad para el modelo de la compañía. La información que se muestra equivale exactamente a la que proporciona TORA, y se interpreta en forma parecida.
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Celdas cambiantes

ValorGradiente Coeficiente Aumento Aumento

Celda Nombre Igual reducido objetivo permisiblepermisible

$B$12Solución x1 125 0 8 2 8

$C$12Solución x2 250 0 5 1E+30 1

Restricciones

Valor Sombra Restricción Aumento Aumento

Celda Nombre Igual precio lado derechopermisiblepermisible

$D$6 Produccion de ladrillos Total 500 4 500 50 250

$D$7 Ventas del tipo 1 Total 125 0 150 1E+30 25

$D$8 Ventas del tipo 2 Total 250 1 250 250 50

Figura 4.14
Finalmente diremos que la definición del modelo de la compañía de ladrillos para usarlo con Solver de Excel es directa. Otros modelos podrán requerir “algo de ingenio” para poder definirlos en una forma cómoda (y menos tediosa). Una clase de modelos de programación lineal que cae dentro de esta categoría tiene que ver con optimización de redes, como se demostrara en el capítulo 7.

4.10 Problemas propuestos

1. Para el siguiente programa lineal:
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2. Usando el método símplex, encontrar una solución óptima para el siguiente problema de programación lineal.
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3. Usando el método símplex resolver el siguiente problema de programación lineal.
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Explique, usando los métodos gráficos y de la tabla símplex, por qué este problema tiene múltiples soluciones óptimas.

4. Encontrar una solución óptima para el siguiente problema de programación lineal.
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5. Encontrar una solución óptima para el siguiente problema de programación lineal.
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6. Resolver el siguiente problema de programación lineal.
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7. Encontrar una solución óptima para el siguiente problema de programación lineal.
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8. Encontrar una solución óptima para el siguiente problema de programación lineal.
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9. Resolver el siguiente problema de programación lineal.
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10. Resolver el siguiente problema de programación lineal.
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11. Resolver el siguiente problema de programación lineal.
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12. Una compañía produce dos tipos de ladrillos. Cada ladrillo del tipo 1 requiere el doble de tiempo en mano de obra que el segundo tipo. Si todos los ladrillos son del tipo 2, la compañía puede producir un total de 500 ladrillos al día. El mercado limita las ventas diarias del tipo 1 y 2 a 150 a 250 ladrillos respectivamente. Suponga que los beneficios por cada ladrillo son de Bs.8 para el tipo 1 y Bs.5 para el tipo 2. Determine el número de ladrillos a ser producidos de cada tipo para maximizar el beneficio.

13. Un contratista está considerando una propuesta para la pavimentación de una carretera. Las especificaciones requieren un espesor mínimo de doce pulgadas (12"), y un máximo de 18". La carretera debe ser pavimentada en concreto, asfalto, gravilla, o cualquier combinación de estos tres elementos. Sin embargo, las especificaciones requieren una consistencia final igual o mayor que la correspondiente a una superficie de concreto de 9" de espesor. El contratista ha determinado que 3" de su asfalto son tan resistentes como 1" de concreto, y 6" de gravilla son tan resistentes como 1" de concreto. Cada pulgada de espesor por yarda cuadrada de concreto le cuesta Bs.10, el asfalto Bs.3.80, y la gravilla Bs.1.50. Determine la combinación de materiales que el contratista debería usar para minimizar su costo.
14. Un constructor va a edificar dos tipos de viviendas A y B. Dispone de 600 millones de pesos y el costo de una casa de tipo A es de 13 millones y 8 millones una de tipo B. El número de casas de tipo A ha de ser, al menos, del 40 % del total y el de tipo B, el 20 % por lo menos. Si cada casa de tipo A se vende a 16 millones y cada una de tipo B en 9. ? Cuántas casas de cada tipo debe construir para obtener el beneficio máximo?
15. La Constructora  FADESA Ltda., se ha adjudicado la construcción de 100 casas. El contrato la obliga a construir dos tipos de casas. Para los beneficiarios las casas tienen el mismo costo, pero para la Constructora, éstas tienen un margen de utilidad diferente, así las casas tipo campo arrojan 5.100 Bs. y las de tipo rancho 5.000 Bs. El contrato obliga a entregar las casas dentro de los nueve meses de firmado el contrato.
Otra información relevante se resume en la siguiente tabla:
	
	Recurso por tipo de casa
	
	Disponibilidad 
	
	

	
	Campo
	Rancho
	de horas
	
	

	
	200
	100
	12000
	Carpintero
	

	
	50
	120
	13000
	Albañil
	


a) Formule el problema de programación lineal.

b) Encuentre la solución óptima gráficamente.

c) Suponga que se desea agregar un nuevo tipo de casa denominada “Española” que da un margen de utilidad de 4900 Bs./casa y que requiere de 150 hr-carpintero/casa y 80 hr-albañil/casa. Explique si conviene o no fabricar las casas.
16. Un fabricante de cemento produce dos tipos de cemento, a saber en gránulos y polvo. Él no puede hacer más de 1600 bolsas un día debido a una escasez de vehículos para transportar el cemento fuera de la planta. Un contrato de ventas establece que él debe producir 500 bolsas al día de cemento en polvo. Debido a restricciones del proceso, se requiere el doble del tiempo para producir una bolsa de cemento granulado en relación al tiempo requerido por el cemento en polvo.  Una bolsa de cemento en polvo consume para su fabricación 0.24 minutos/bolsa y la planta opera un 8 día de la hora. Su ganancia es £4 por la bolsa para el cemento granulado y £3 por la bolsa para el cemento en polvo. Formule el problema de decidir cuánto se debe producir de cada tipo de cemento para maximizar las ganancias de la Empresa, utilizando el Método Gráfico.
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_1189429894.unknown

_1189438193.unknown

_1190618983.unknown

_1191933280.unknown

_1200146440.unknown

_1200150901.unknown

_1200158133.unknown

_1202715291.unknown

_1200158249.unknown

_1200154079.unknown

_1200156540.unknown

_1200154065.unknown

_1200149035.unknown

_1200149419.unknown

_1200148175.unknown

_1198570249.unknown

_1199628403.xls
Hoja1

		

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		2		1		1		0		0		500

		h2		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		-8		-5		0		0		0		0





Hoja2

		





Hoja3

		






_1200145795.unknown

_1200145968.unknown

_1199629935.unknown

_1198570400.unknown

_1198570620.unknown

_1194679922.xls
Hoja1

		





Hoja2

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		Solución		razón

		0		h1		4		-1		1		0		0		8		2

				h2		4		3		0		1		0		12		3

		entra x1		h3		4		1		0		0		1		8		2

		sale h1		Z		-3		-2		0		0		0		0

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		Solución		razón

		1		x1		1		-0.25		0.25		0		0		2		-8

				h2		0		4		-1		1		0		4		1

		entra x2		h3		0		2		-1		0		1		0		0

		sale h3		Z		0		-2.75		0.75		0		0		6

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		Solución		razón

		2		x1		1		0		0.13		0		0.13		2		16

				h2		0		0		1		1		-2.00		4		4

		entra h1		x2		0		1		-0.50		0		0.50		0		0

		sale h2		Z		0		0		-0.63		0		1.38		6

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		Solución

		3		x1		1		0		0		-0.13		0.38		1.5

				h1		0		0		1		1		-2		4

		optimo		x2		0		1		0		0.5		-0.5		2

				Z		0		0		0		0.63		0.13		8.5





Hoja3

		






_1198569433.unknown

_1198569462.unknown

_1194684166.xls
Hoja1

		





Hoja2

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución		razón

		0		h1		2		-2		1		0		20		10

		entra x1		h2		4		0		0		1		80		20

		sale h1		Z		-4		-2		0		0		0

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución		razón

		1		x1		1		-1		0.5		0		10		-10

		entra x2		h2		0		4		-2		1		40		10

		sale h2		Z		0		-6		2		0		40

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución		razón

		2		x1		1		0		0		0.25		20		∞

		tabla no acotada		x2		0		1		-0.5		0.25		10		-20

				Z		0		0		-1		1.5		100
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_1198569354.unknown

_1194684909.xls
Hoja1

		





Hoja2

		Iteración		Básica		x1		x2		S2		h1		R1		Solución

		0		h1		6		3		0		1		0		6

		entra x1		R1		9		12		-1		0		1		36

		sale h1		Z		-9		-6		0		0		M		0

		M = 100 entonces variable entrante x2

		Iteración		Básica		x1		x2		S2		h1		R1		Solución		razón

		1		h1		6		3		0		1		0		6		2

		entra x2		R1		9		12		-1		0		1		36		3

		sale h1		Z		-9 - 9M		-6 - 12M		M		0		0		-36M

		M = 100 entonces variable entrante no existe

		Iteración		Básica		x1		x2		S2		h1		R1		Solución

		2		x2		2		1		0		0.33		0		2

		tabla no acotada		R1		-15		0		-1		-4		1		12

				Z		3 + 15M		0		M		6 + 12M		0		12 - 12M





Hoja3

		






_1194683692.xls
Hoja1

		





Hoja2

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución		razón

		0		h1		2		4		1		0		10		2.5

		entra x2		h2		2		2		0		1		8		4

		sale h1		Z		-4		-8		0		0		0

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución		razón

		1		x2		0.5		1		0.25		0		2.5		5

		entra x1		h2		1		0		-0.5		1		3		3

		sale h2		Z		0		0		2		0		20

		Iteración		Básica		x1		x2		h1		h2		Solución

		2		x2		0		1		0.5		-0.5		1

		tabla óptima		x1		1		0		-0.5		1		3

				Z		0		0		2		0		20
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_1191933339.unknown

_1191933360.unknown

_1191933337.unknown

_1191932983.unknown

_1191933021.unknown

_1191933067.unknown

_1191933079.unknown

_1191933027.unknown

_1191933051.unknown

_1191932997.unknown

_1191932964.unknown

_1191932974.unknown

_1191932468.unknown

_1189438442.unknown

_1189438778.unknown

_1189439373.unknown

_1189439663.unknown

_1189439896.unknown

_1189439550.unknown

_1189439334.unknown

_1189438562.unknown

_1189438576.unknown

_1189438523.unknown

_1189438324.unknown

_1189438406.unknown

_1189438230.unknown

_1189435971.unknown

_1189438079.unknown

_1189438123.unknown

_1189438168.unknown

_1189438109.unknown

_1189438031.unknown

_1189438050.unknown

_1189435979.unknown

_1189436172.unknown

_1189432127.unknown

_1189432931.unknown

_1189434386.unknown

_1189435761.unknown

_1189432795.unknown

_1189430190.unknown

_1189432101.unknown

_1189429969.unknown

_1187526808.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11
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_1189426794.unknown

_1189428207.unknown

_1189429632.unknown

_1189429758.unknown

_1189429610.unknown

_1189429497.unknown

_1189427996.unknown

_1187552860.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.07		0		-1		0.08		1		-0.08		0.18		2.23

		x2		0.38		1		0		-0.63		0		0.63		6.29		-10.00

		r		0.07		0		-1		0.08		0		-1.08		0.18

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		S2		0.87		0		-12.23		1		2.23

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69

		Z		-14		-24		0		0		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		S2		0.87		0		-12.23		1		2.23		2.57

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69		8.33

		Z		8.15		0		-184.62		0		184.62
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_1189409103.unknown

_1189409139.unknown

_1189409917.unknown

_1189408900.unknown

_1189409034.unknown

_1187553077.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.07		0		-1		0.08		1		-0.08		0.18		2.23

		x2		0.38		1		0		-0.63		0		0.63		6.29		-10.00

		r		0.07		0		-1		0.08		0		-1.08		0.18

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		S2		0.87		0		-12.23		1		2.23

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69

		Z		-14		-24		0		0		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		S2		0.87		0		-12.23		1		2.23		2.57

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69		8.33

		Z		8.15		0		-184.62		0		184.62

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución

		x1		1		0		-14.10		1.15		2.57

		x2		0		1		5.32		-1.06		5.32

		Z		0		0		-69.68		-9.40		163.65
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_1187677587.xls
Informe de respuestas 1

		Microsoft Excel 11.0 Informe de respuestas

		Hoja de cálculo: [Cmpañia de ladrillos.xls]Sheet1

		Informe creado: 08/09/2005 9:37:12

		Celda objetivo (Máximo)

				Celda		Nombre		Valor original		Valor final

				$D$5		Objetivo Z Total		2250		2250

		Celdas cambiantes

				Celda		Nombre		Valor original		Valor final

				$B$12		Solución x1		125		125

				$C$12		Solución x2		250		250

		Restricciones

				Celda		Nombre		Valor de la celda		fórmula		Estado		Divergencia

				$D$6		Produccion de ladrillos Total		500		$D$6<=$F$6		Obligatorio		0

				$D$7		Ventas del tipo 1 Total		125		$D$7<=$F$7		Opcional		25

				$D$8		Ventas del tipo 2 Total		250		$D$8<=$F$8		Obligatorio		0

				$B$12		Solución x1		125		$B$12>=0		Opcional		125

				$C$12		Solución x2		250		$C$12>=0		Opcional		250





Informe de sensibilidad 1

		Microsoft Excel 11.0 Informe de sensibilidad

		Hoja de cálculo: [Cmpañia de ladrillos.xls]Sheet1

		Informe creado: 08/08/2005 9:37:12

		Celdas cambiantes

								Valor		Gradiente		Coeficiente		Aumento		Aumento

				Celda		Nombre		Igual		reducido		objetivo		permisible		permisible

				$B$12		Solución x1		125		0		8		2		8

				$C$12		Solución x2		250		0		5		1E+30		1

		Restricciones

								Valor		Sombra		Restricción		Aumento		Aumento

				Celda		Nombre		Igual		precio		lado derecho		permisible		permisible

				$D$6		Produccion de ladrillos Total		500		4		500		49.9999999999		249.9999999998

				$D$7		Ventas del tipo 1 Total		125		0		150		1E+30		25

				$D$8		Ventas del tipo 2 Total		250		1		250		250.0000000001		50





Informe de límites 1

		Microsoft Excel 11.0 Informe de límites

		Hoja de cálculo: [Cmpañia de ladrillos.xls]Informe de límites 1

		Informe creado: 08/09/2005 9:37:12

						Celda objetivo

				Celda		Nombre		Igual

				$D$5		Objetivo Z Total		2250

						Celdas cambiantes						Límite		Celda				Límite		Celda

				Celda		Nombre		Igual				inferior		objetivo				superior		objetivo

				$B$12		Solución x1		125				0		1250				124.9999999603		2249.9999996826

				$C$12		Solución x2		250				0		1000				249.9999999206		2249.9999996032





Sheet1

		Modelo Compañía de Ladrillos

		Datos de entrada:

				# de ladrillos tipo 1		# de ladrillos tipo 2		Total				Límites

		Objetivo Z		8		5		2250

		Produccion de ladrillos		2		1		500		<=		500

		Ventas del tipo 1		1		0		125		<=		150

		Ventas del tipo 2		0		1		250		<=		250

				>=0		>=0

		Resultados de salida:

				x1		x2		z

		Solución		125		250		2250
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_1187551270.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.07		0		-1		0.08		1		-0.08		0.18		2.23

		x2		0.38		1		0		-0.63		0		0.63		6.29		-10.00

		r		0.07		0		-1		0.08		0		-1.08		0.18

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		S2		0.87		0		-12.23		1		12.23		-1		2.23

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69		0		7.69

		r		0		0		0		0		-1		-1		-0
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_1187552786.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.07		0		-1		0.08		1		-0.08		0.18		2.23

		x2		0.38		1		0		-0.63		0		0.63		6.29		-10.00

		r		0.07		0		-1		0.08		0		-1.08		0.18

		Básica		x1		x2		S1		S2		solución

		S2		0.87		0		-12.23		1		2.23

		x2		0.92		1		-7.69		0		7.69

		Z		-14		-24		0		0		-0
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_1187550207.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1		7.69

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10		6.29

		r		0.72		1.72		-1		-1		0		0		11

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución		Razón       Sol./Coef Var entrante

		R1		0.07		0		-1		0.08		1		-0.08		0.18		2.23

		x2		0.38		1		0		-0.63		0		0.63		6.29		-10.00

		r		0.07		0		-1		0.08		0		-1.08		0.18
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_1183544915.unknown

_1187336670.xls
Hoja1

				Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

				h1		2		1		1		0		0		500

				h2		1		0		0		1		0		150

				h3		0		1		0		0		1		250

				Z		-8		-5		0		0		0		0

				Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución		Soluc./Coef.

				x2		0		1		1		-2		0		200		200/-2 = -100

				x1		1		0		0		1		0		150		150/1 = 150

		fila pivote		h3		0		0		-1		2		1		50		50/2 = 25

				Z		0		0		5		-2		0		2200

						Columna pivote								número pivote
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_1187389847.xls
Hoja1

		

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		1		1		0		1		0		0		5

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		R3		1		3		-1		0		0		1		12

		Z		-5 + 2M		-1 + 4M		-M		0		0		0		17M

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		0.667		0		0.333		1		0		-0.333		1

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		x2		0.333		1		-0.333		0		0		0.333		4

		Z		-14/3 + 2/3 M		0		-1/3 + 1/3 M		0		0		1/3 -4/3 M		4 +M
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_1187389944.xls
Hoja1

		

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		1		1		0		1		0		0		5

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		R3		1		3		-1		0		0		1		12

		Z		-5 + 2M		-1 + 4M		-M		0		0		0		17M

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		0.667		0		0.333		1		0		-0.333		1

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		x2		0.333		1		-0.333		0		0		0.333		4

		Z		-14/3 + 2/3 M		0		-1/3 + 1/3 M		0		0		1/3 -4/3 M		4 +M

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		x1		1		0		0.5		1.5		0		-0.5		1.5

		h2		0		0		-0.5		-1.5		1		0.5		1.5

		x2		0		1		-0.5		-0.5		0		0.5		3.5

		Z		0		0		2		7 - M		0		-2 -M		11

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		S3		2		0		1		3		0		-1		3

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		x2		1		1		0		1		0		0		5

		Z		-4		0		0		1 - M		0		-M		5
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_1187525372.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S1		S2		R1		R1		solución

		R1		0.12		0.13		-1		0		1		0		1

		R2		0.6		1.59		0		-1		0		1		10

		r		0		0		0		0		-1		-1		0
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Hoja1

		

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		1		1		0		1		0		0		5

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		R3		1		3		-1		0		0		1		12

		Z		-5 + 2M		-1 + 4M		-M		0		0		0		17M

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		0.667		0		0.333		1		0		-0.333		1

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		x2		0.333		1		-0.333		0		0		0.333		4

		Z		-14/3 + 2/3 M		0		-1/3 + 1/3 M		0		0		1/3 -4/3 M		4 +M

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		x1		1		0		0.5		1.5		0		-0.5		1.5

		h2		0		0		-0.5		-1.5		1		0.5		1.5

		x2		0		1		-0.5		-0.5		0		0.5		3.5

		Z		0		0		2		7 - M		0		-2 -M		11





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187388057.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		1		1		0		1		0		0		5

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		R3		1		3		-1		0		0		1		12

		Z		-5		-1		0		-M		0		-M		0





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187388097.xls
Hoja1

		

		Básica		x1		x2		S3		R1		h2		R3		sol.

		R1		1		1		0		1		0		0		5

		h2		1		0		0		0		1		0		3

		R3		1		3		-1		0		0		1		12

		Z		-5 + 2M		-1 + 4M		-M		0		0		0		17M





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187336682.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		2		1		1		0		0		500

		h2		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		-8		-5		0		0		0		0

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		0		1		1		-2		0		200

		x1		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		0		-5		0		8		0		1200

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		x2		0		1		1		-2		0		200

		x1		1		0		0		1		0		150

		h3		0		0		-1		2		1		50

		Z		0		0		5		-2		0		2200

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		x2		0		1		0		0		1		250

		x1		1		0		0.5		0		-0.5		125

		h2		0		0		-0.5		1		0.5		25

		Z		0		0		4		0		1		2250





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187333732.xls
Hoja1

		VariableBásica		x1		solución		Razon del solución/coeficiente

		h1		2		500		500/2 =250		minima razon =150

		h2		1		150		150/1 =150

		h3		0		250		250/0 = ∞		Ignorar

		Z		-8		0





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187336644.xls
Hoja1

				Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

				h1		2		1		1		0		0		500

				h2		1		0		0		1		0		150

				h3		0		1		0		0		1		250

				Z		-8		-5		0		0		0		0

				Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución		Soluc./Coef.

		fila pivote		h1		0		1		1		-2		0		200		200/1 = 200

				x1		1		0		0		1		0		150		150/0 = ∞

				h3		0		1		0		0		1		250		250/1 = 250

		numero pivote		Z		0		-5		0		8		0		1200

						Columna pivote





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187336656.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		2		1		1		0		0		500

		h2		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		-8		-5		0		0		0		0

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		0		1		1		-2		0		200

		x1		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		0		-5		0		8		0		1200

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		x2		0		1		1		-2		0		200

		x1		1		0		0		1		0		150

		h3		0		0		-1		2		1		50

		Z		0		0		5		-2		0		2200





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187336620.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		2		1		1		0		0		500

		h2		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		-8		-5		0		0		0		0

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		0		1		1		-2		0		200

		x1		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		0		-5		0		8		0		1200





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187262990.xls
Hoja1

		Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

		h1		2		1		1		0		0		500

		h2		1		0		0		1		0		150

		h3		0		1		0		0		1		250

		Z		-8		-5		0		0		0		0

		columna pivote





Hoja2

		





Hoja3

		






_1187273729.xls
Hoja1

				Básica		x1		x2		h1		h2		h3		solución

				h1		2		1		1		0		0		500

		fila pivote		h2		1		0		0		1		0		150

				h3		0		1		0		0		1		250

		número pivote		Z		-8		-5		0		0		0		0

				columna pivote





Hoja2

		





Hoja3
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