Capítulo 7                                                                        Texto Guía – Sistemas de Ingeniería

CAPITULO 7 
MODELOS DE REDES DE OPTIMIZACIÓN
7.1 Introducción 


Los modelos de redes son estructuras especiales del modelo de programación lineal y que por sus características propias tienen algoritmos específicos para su solución.


La teoría y el análisis de redes de optimización, encuentra aplicación en varias ramas del saber tales como: la Ingeniería Civil, la ingeniería industrial, la ingeniería eléctrica, la informática, la cibernética, la gestión de proyectos, el planeamiento, etc. Existe también un área de aplicación concerniente a grupos sociales, comunicación, estructuras de lenguaje y enlaces químicos. Como se podrá notar el área de acción y aplicación de la teoría de redes es amplio y su teoría clásica esta asociada a lo que se llama la teoría de grafos.


El desarrollo de este capitulo estudiara los siguientes problemas:

· El problema de la RUTA MÁS CORTA que se presenta por ejemplo en los sistemas de transporte.

· El problema del ÁRBOL DE EXPANSIÓN MÍNIMA que se presenta por ejemplo en problemas relacionados a diversos tipos de conexiones.
· El problema de FLUJO MÁXIMO que se asocia a problemas de flujo a partir de un origen hacia un destino.

· El problema de REDES DE ACTIVIDADES utilizando para realizar la planificación de tareas y programas de actividades.  
7.2 Conceptos referenciales para la teoría de redes


Para continuar con el estudio de las redes de optimización, introduciremos algunos conceptos elementales:
· Una GRÁFICA o RED es un conjunto de NODOS (vértices o puntos) que están conectados por un conjunto de ARCOS (líneas, ramas y bordes). Consideraremos que una red es una gráfica con un FLUJO de algún tipo que fluye por sus ramas. Ejemplo:
	Nodos
	Ramas
	Flujo

	Intersecciones
Aeropuertos

Puntos de comunicación 

Estaciones de bombeo

Centros de trabajo
	Caminos

Rutas aéreas

Cables, Canales

Tuberías

Rutas 
	Vehículos 

Aviones

Mensajes 

Fluidos

Trabajos


· Las llamadas REDES DIRECCIONADAS son las que tienen arcos dirigidos, caso contrario se llamaran redes ADIRECCIONADAS. Ejemplo:
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Figura 7.1

La red de la figura 7.1 es direccionada porque están especificados los sentidos del flujo. Por ejemplo (1,2) significa que el arco que va del nodo 1 al nodo 2 refleja un flujo direcciónado en este sentido.

· Una CADENA del nodo i al nodo j no es nada más que una sucesión de nodos y ramas que conectan a estos puntos. Por ejemplo en la figura 7.1 una cadena del nodo 1 al nodo 6 es:

1--- (1,2) --- 2 --- (2,4) --- 4 --- (4,6) --- 6 
Cuando se especifica la dirección a lo largo de la cadena se llama RUTA.
· Un CICLO es una cadena que empieza y termina en el mismo nodo. Un ciclo es también una cadena que conecta a un nodo consigo mismo. En la figura 7.1 un ciclo es:

2 --- (2,3) --- 3 --- (3,2)

· Una red es CONEXA, si existe una cadena que conecta a todos los nodos de la red. Por ejemplo:
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Figura 7.2
· Una red es INCONEXA si esta tiene algún punto de inconexión. Por ejemplo:
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Figura 7.3
· Un ÁRBOL es una red conexa que contiene ciclos. Por ejemplo:
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Figura 7.4
· Podemos decir con propiedad que una red conexa que tiene n nodos, n – 1 ramas y sin ciclos, se llama ÁRBOL DE EXPANSIÓN.
· Se puede definir la siguiente nomenclatura relacionada con un arco o rama (i,j):
xij ≥ 0, es el flujo del nodo i al nodo j.

μij ≥ 0, es la capacidad máxima del flujo de i a j.

λij ≥ 0, es la capacidad mínima del flujo de i a j.
dij ≥ 0, es el costo por unidad de flujo. Si dij ≥ 0, se llama EGRESO, si dij ≤ 0, se llama INGRESO.
Cuando un flujo sale de un nodo se llama EFLUJO y cuando llega a un nodo se le llama INFLUJO.
· Se llama nodo FUENTE u ORIGEN al nodo por donde entra el flujo a la red, es decir que cada una de sus ramas tiene una orientación  tal que el flujo se mueve hacia fuera de ese nodo. Los orígenes son generadores del flujo.
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Figura 7.5
· Se llama nodo DESTINO o FINAL al nodo por donde sale el flujo de la red, es decir que cada una de las ramas esta orientada hacia ese nodo. Los nodos destino absorben el flujo.
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Figura 7.6
7.3 El Problema de la ruta más corta 

Los arcos denominados (i, j) de una red, llevan asociados un numero dij que se interpreta como el costo, la distancia o el tiempo que hay entre los nodos i y j. Una RUTA o RECORRIDO entre dos nodos es cualquier secuencia de arcos que los conecte. El problema de la ruta más corta tiene como objetivo encontrar los recorridos más económicos en distancias, costo y/o tiempo, entre un nodo específico, considerado como nodo origen y los otros nodos de la red considerados como destinos. La estructura resultante de resolver este problema, formara un conjunto de arcos que se llamará ÁRBOL DE RECORRIDO MÍNIMO.
7.3.1 Algoritmos de la ruta más corta

En esta sección se presentan dos algoritmos para resolver redes tanto cíclicas (es decir, que contienen bucles o lazos) como acíclicas.
7.3.1.1 El algoritmo de Dijkstra. 

El algoritmo de Dijkstra tiene por objeto determinar las rutas más cortas entre el nodo origen o fuente y todos los demás nodos de la red.

Sea ui la distancia más corta del nodo fuente 1 hasta el nodo i, y se define dij (≥0) como la longitud de arco (i,j). Entonces el algoritmo define la etiqueta de un nodo inmediato posterior j como:

[uj,i] = [ui + dij,i],dij ≥ 0
La etiqueta del nodo de inicio es [0, —], que indica que el nodo no tiene predecesor.
Las etiquetas de nodos en el algoritmo de Dijkstra son de dos clases: TEMPORALES y PERMANENTES. Una etiqueta temporal se modifica si se puede encontrar una ruta más corta a un nodo. Cuando se ve que no se pueden encontrar rutas mejores, cambia el estado de la etiqueta temporal a permanente.
Los pasos son los siguientes:

Paso 0. Etiquetar y rotular el nodo fuente con la etiqueta permanente; en este caso se rotula [0, —]. Este rotulo es PERMANENTE, por tanto se sombrea al nodo  1. Igualar i = 1.

Paso 1. Calcular las etiquetas temporales [ui + dij, i] para cada nodo j al que pueda llegarse desde el nodo i, siempre y cuando j no tenga etiqueta permanente. Si el nodo j ya esta etiquetado con [uj, k] por otro nodo k, y si ui + dij ≤ uj, sustituir [uj, k] por [uj + dij, i].
Paso 2. Considerando el criterio de la distancia más corta, rotular y/o etiquetar en forma permanente el nodo correspondiente, al que también se lo sombrea.

Paso 3. A partir del último nodo permanente etiquetar en forma temporal los arcos ligados a este nodo y elegir el arco de distancia más corta para etiquetarlo permanentemente (de los nodos etiquetados temporalmente). Los empates se rompen en forma arbitraria.
Paso 4. Si todos los nodos tienen etiquetas permanentes detenerse. 


El proceso es realizado n – 1 veces.

Ejemplo de aplicación 7.1 

Se tiene la siguiente red:
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Figura 7.7

En esta red, los números representan la distancia y la idea es hallar las rutas más cortas del nodo 1 hacia los demás nodos, es decir el árbol de recorrido mínimo. 


El proceso es realizado n – 1 veces, entonces 7 – 1 = 6 iteraciones.

Las redes resultantes de la aplicación de estos pasos son:



Iteración 0.

	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1
	[0,—]
	Permanente
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Iteración 1.

	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4
	[0,—]

[0+2,1] = [2,1]

[0+7,1] = [7,1]
	Permanente

Temporal

Temporal
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Para las dos etiquetas temporales [2,1] y [7,1], el nodo 2 produce la menor distancia (u2 = 2). Entonces, se cambia el estado del nodo 2 a permanente.


Iteración 2.
	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4
3

5
	[0,—]

[2,1]

[7,1]

[2+4,2] = [6,2]

[2+1,2] = [3,2]
	Permanente

Permanente

Temporal

Temporal

Temporal
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El estado de la etiqueta temporal [3,2] en el nodo 5 se cambia a permanente (u5=3)
Iteración 3.

	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4
3

5

6

7
	[0,—]

[2,1]

[7,1]

[6,2]

[3,2]

[3+8,5] = [11,5]

[3+5,5] = [8,5]
	Permanente

Permanente

Temporal 

Temporal

Permanente

Temporal

Temporal
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La etiqueta temporal [6,2] del nodo 3 se cambia a permanente (u3=6)

Iteración 4.
	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4
3

5

6
7
4

6
	[0,—]

[2,1]

[7,1]
[6,2]

[3,2]

[11,5]
[8,5]
[6+3,3] = [9,3]

[6+6,3] = [12,3]
	Permanente

Permanente

Temporal
Permanente
Permanente

Temporal
Temporal
Descartar

Descartar
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Del nodo 3 se puede ir al nodo 4 y 6 pero ya existen etiquetas temporales con menor distancia por lo que se descarta estas dos últimas etiquetas.

Entonces la etiqueta temporal [7,1] del nodo 4 se cambia a permanente (u4=7)

Iteración 5.

	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4

3

5

6
7
6
	[0,—]

[2,1]

[7,1]

[6,2]

[3,2]

[11,5]
[8,5]
[7+2,4] =[9,4]
	Permanente

Permanente

Permanente

Permanente

Permanente

Cambiar por [9,4]
Temporal
Temporal
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Entonces la etiqueta temporal [8,5] del nodo 7 se cambia a permanente (u7 = 8)

En esta ultima red vemos que el nodo 7 ha quedado etiquetado permanentemente y esta ligado al nodo 6 con una distancia de 8 + 4 = 12 que es mayor que 9; por tanto el nodo 6 se convierte su etiqueta  temporal [9,4] en permanente y el algoritmo habrá terminado.
Iteración 6.
	Nodo
	Etiqueta
	Estado

	1

2

4

3

5

7

6
	[0,—]

[2,1]

[7,1]

[6,2]

[3,2]

[8,5]

[9,4]
	Permanente

Permanente

Permanente

Permanente

Permanente

Permanente

Permanente
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 Figura 7.8
Procedimiento de Etiquetado de Dijkstra

El árbol de recorrido mínimo consta de n – 1 arcos y muestra los resultados del problema, según la tabla y partiendo del nodo 1, se muestra las rutas más cortas hacia cualquiera de los otros nodos:

	NODO
	RUTA MÁS CORTA

DESDE 1
	DISTANCIA

	2

3

4

5

6

7
	1 – 2

1 – 2 – 3
1 – 4
1 – 2 – 5
1 – 4 – 6
  1 – 2 – 5 – 7
	2

6

7

3

9

8


7.3.1.2 El algoritmo de Floyd

El algoritmo de Floyd es más general que el de Dijkstra, porque permite determinar la ruta más corta entre dos nodos cualesquiera de la red.

El algoritmo representa una red de “n” nodos como matriz cuadrada con “n” renglones y “n” columnas. El elemento (i, j) de la matriz expresa la distancia dij del nodo i al nodo j, que es finita si i está conectado directamente con j, e infinita en caso contrario.

[image: image15.wmf]i

j

k

Cik

Cij

Cjk


Figura 7.9   Operación triple de Floyd


El concepto del algoritmo de Floyd es directo. Dados tres nodos i, j y k en la figura 7.9, con las distancias entre si indicadas en los tres arcos, es más corto ir a k desde i pasando por j si:

dij + djk ≤ dik

En este caso, lo óptimo es reemplazar la ruta directa i → k por la ruta indirecta i → j → k. Este intercambio de operación triple se aplica en forma sistemática a la red, con los siguientes pasos:

Paso 0. Definir las matrices iniciales de distancias Do y de secuencias de nodos So como se describe abajo. Los elementos diagonales se marcan con (—) para indicar que están bloqueados. Igualar k = i.


[image: image16.emf]1 2 … j … n

1 — d

12

… d

1j

… d

1n

2 d

21

— … d

2j

… d

2n

Do = : : : : : : :

i d

i1

d

i2

… d

ij

… d

in

: : : : : : :

n d

n1

d

n2

… d

nj

… —

1 2 … j … n

1 — 2 … j … n

2 1 — … j … n

So = : : : : : : :

i 1 2 … j … n

: : : : : : :

n 1 2 … j … —


Paso genral k. Definir el renglón k y la columna k como renglón pivote y columna pivote. Aplicar la operación triple a cada elemento dij en Dk – 1 para toda i y j. si se satisface la condición 
dik + dkj ≤ dij  (i
[image: image17.wmf]¹
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j)

Hacer los siguientes cambios:

a) Crear Dk reemplazando dij en Dk – 1 por dik + dkj.
b) Crear Sk reemplazando sij en Sk – 1 por k. Igualar k = k + 1 y repetir el paso k.
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Figura 7.10

Implementación de la operación

Triple en forma matricial


Se puede explicar el paso k del algoritmo representando a Dk – 1 como se ve en la figura 7.10. Aquí, el renglón k y la columna k definen el renglón y la columna pivote actual. El renglón i representa cualesquiera de los renglones 1, 2,…, y k – 1, y el renglón p representa cualquiera de los renglones k + 1, k + 2,…, y n. De igual modo, la columna j representa cualquiera de las columnas 1, 2,…, y k – 1, y la columna q representa cualquiera de las columnas k + 1, k + 2,…, y n. Con la operación triple, si la suma de los elementos del renglón pivote y la columna pivote (representados por cuadrados) es menor que el elemento de intersección asociado (representado por un círculo), entonces es óptimo reemplazar la distancia de intersección por la suma de las distancias pivote.

Después de “n” pasos se puede determinar la ruta más corta entre los nodos i y j con las matrices Dn y Sn con las siguientes reglas:
1. En Dn, dij representa la distancia más corta entre los nodos i y j

2. En Sn, se determina el nodo intermedio k = sij que forme la ruta i → k → j. Si sik = k y skj = j, detenerse; todos los nodos intermedios  de la ruta se han determinado. En caso contrario, repetir el procedimiento entre los nodos i y k y entre los nodos k y j.
Ejemplo de aplicación 7.2


Resolver el ejemplo de aplicación 7.1 por el algoritmo de Floyd.
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Figura 7.7

Iteración 0. Las matrices Do y So son la representación inicial de la red. Do es una matriz simétrica.


[image: image22.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 ∞ 7 ∞ ∞ ∞ 1 — 2 3 4 5 6 7

2 2 — 4 ∞ 1 ∞ ∞ 2 1 — 3 4 5 6 7

3 ∞ 4 — 3 5 6 ∞ 3 1 2 — 4 5 6 7

4 7 ∞ 3 — ∞ 2 ∞ 4 1 2 3 — 5 6 7

5 ∞ 1 5 ∞ — 8 5 5 1 2 3 4 — 6 7

6 ∞ ∞ 6 2 8 — 4 6 1 2 3 4 5 — 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ 5 4 — 7 1 2 3 4 5 6 —

Do  So


Iteración 1.  Se iguala k = 1. El renglón y la columna pivote se ven en la matriz Do con sombra ligera: Son el primer renglón y la primera columna. Las celdas más oscuras d24 y d42 son las únicas que pueden mejorar con la operación triple. Así, D1 y S1 se obtienen partiendo de D0 y S0 como sigue:
1. Sustituir d24 con d21 + d14 = 2 + 7 = 9, e igualar s24 = 1.
2. Sustituir d42 con d41 + d12 = 7 + 2 = 9, e igualar s42 = 1.
Estos cambios se muestran en negritas, en las matrices siguientes:

[image: image23.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 ∞ 7 ∞ ∞ ∞ 1 — 2 3 4 5 6 7

2 2 — 4 9 1 ∞ ∞ 2 1 — 3 1 5 6 7

3 ∞ 4 — 3 5 6 ∞ 3 1 2 — 4 5 6 7

4 7 9 3 — ∞ 2 ∞ 4 1 1 3 — 5 6 7

5 ∞ 1 5 ∞ — 8 5 5 1 2 3 4 — 6 7

6 ∞ ∞ 6 2 8 — 4 6 1 2 3 4 5 — 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ 5 4 — 7 1 2 3 4 5 6 —

D

1

S

1


Iteración 2. Se iguala k = 2, como indican el renglón y la columna con sombra ligera en D1. Se aplica la operación triple a las celdas más oscuras de D1 y S1. Los cambios que resultan se indican con negritas en D2 y S2.


[image: image24.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 6 7 3 ∞ ∞ 1 — 2 2 4 2 6 7

2 2 — 4 9 1 ∞ ∞ 2 1 — 3 1 5 6 7

3 6 4 — 3 5 6 ∞ 3 2 2 — 4 5 6 7

4 7 9 3 — 10 2 ∞ 4 1 1 3 — 2 6 7

5 3 1 5 10 — 8 5 5 2 2 3 2 — 6 7

6 ∞ ∞ 6 2 8 — 4 6 1 2 3 4 5 — 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ 5 4 — 7 1 2 3 4 5 6 —

D

2

S

2


Iteración 3. Se iguala k = 3, como indican en el renglón y la columna sombreada en D2. Las nuevas matrices son D3 y S3.


[image: image25.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 6 7 3 12 ∞ 1 — 2 2 4 2 3 7

2 2 — 4 7 1 10 ∞ 2 1 — 3 3 5 3 7

3 6 4 — 3 5 6 ∞ 3 2 2 — 4 5 6 7

4 7 7 3 — 8 2 ∞ 4 1 3 3 — 3 6 7

5 3 1 5 8 — 8 5 5 2 2 3 3 — 6 7

6 12 10 6 2 8 — 4 6 3 3 3 4 5 — 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ 5 4 — 7 1 2 3 4 5 6 —

D

3

S

3


Iteración 4. Se iguala k = 4 como se indica con el renglón y la columna con sombra ligera en D3. Las nuevas matrices son D4 y S4.

[image: image26.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 6 7 3 9 ∞ 1 — 2 2 4 2 4 7

2 2 — 4 7 1 9 ∞ 2 1 — 3 3 5 4 7

3 6 4 — 3 5 5 ∞ 3 2 2 — 4 5 4 7

4 7 7 3 — 8 2 ∞ 4 1 3 3 — 3 6 7

5 3 1 5 8 — 8 5 5 2 2 3 3 — 6 7

6 9 9 5 2 8 — 4 6 4 4 4 4 5 — 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ 5 4 — 7 1 2 3 4 5 6 —

D

4

S

4


Iteración 5. Se iguala k = 5 como se indica con el renglón y la columna con sombra ligera en D4. Las nuevas matrices son D5 y S5.

[image: image27.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 6 7 3 9 8 1 — 2 2 4 2 4 5

2 2 — 4 7 1 9 6 2 1 — 3 3 5 4 5

3 6 4 — 3 5 5 10 3 2 2 — 4 5 4 5

4 7 7 3 — 8 2 13 4 1 3 3 — 3 6 5

5 3 1 5 8 — 8 5 5 2 2 3 3 — 6 7

6 9 9 5 2 8 — 4 6 4 4 4 4 5 — 7

7 8 6 10 13 5 4 — 7 5 5 5 5 5 6 —

D

5

S

5


Iteración 6. Se iguala k = 6 como se indica con el renglón y la columna con sombra ligera en D5. Las nuevas matrices son D6 y S6.

[image: image28.emf]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1 — 2 6 7 3 9 8 1 — 2 2 4 2 4 5

2 2 — 4 7 1 9 6 2 1 — 3 3 5 4 5

3 6 4 — 3 5 5 9 3 2 2 — 4 5 4 6

4 7 7 3 — 8 2 6 4 1 3 3 — 3 6 6

5 3 1 5 8 — 8 5 5 2 2 3 3 — 6 7

6 9 9 5 2 8 — 4 6 4 4 4 4 5 — 7

7 8 6 9 6 5 4 — 7 5 5 6 6 5 6 —

D

6

S

6


Iteración 7.  Se iguala k = 7 como en el renglón y la columna con sombra ligera en D6. No hay mejoras posibles en esta iteración. Por consiguiente D7 y S7 son iguales que D6 y S6.
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2 2 — 4 7 1 9 6 2 1 — 3 3 5 4 5
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Las matrices finales D7 y S7 contienen toda la información necesaria para determinar la ruta más corta entre dos nodos cualesquiera de la red. Por ejemplo:

· Del nodo 1 al nodo 5, primero se ve la distancia asociada d15 = 3. Para determinar la ruta asociada, recuérdese que un segmento (i, j) representa un enlace directo si sij = j. en caso contrario, i y j están enlazados mediante al menos un nodo intermedio. Como s15 = 2, la ruta inicial es 1→2→5. Ahora bien, como s12 = 2, el segmento (1,2) es un enlace directo y la ruta 1→2→5 no se transformara. A continuación como: s12 = 2, s25 = 5, la ruta 1→2→5 no necesita más disecciones y el proceso termina.
· Del nodo 1 al nodo 7, d17 = 8, la ruta asociada s17 = 5, la ruta inicial es 1→5→7, ahora bien, s15 = 2 ≠ 5, el segmento (1,5) no es un enlace directo y 1→5 se debe reemplazar por 1→2→5, y la ruta 1→5→7 se transforma ahora en 1→2→5→7. A continuación como: s12 = 2, s25 = 5 y s57 =7, la ruta 1→2→5→7 no necesita más disecciones y el proceso termina.
· Del nodo 1 al nodo 2, d12 = 2, la ruta asociada s12 = 2, el segmento (1,2) es un enlace directo. La ruta será 1→2
· Y así sucesivamente para los demás nodos.

	NODO
	RUTA MÁS CORTA

DESDE 1
	DISTANCIA

	2

3

4

5

6

7
	1 – 2

1 – 2 – 3

1 – 4

1 – 2 – 5

1 – 4 – 6

  1 – 2 – 5 – 7
	2

6

7

3

9

8


7.3.2 Formulación del problema de la ruta más corta en programación lineal


En esta sección se describen dos formulaciones de programación lineal para el problema de la ruta más corta. Las formulaciones son generales, en el sentido de que se pueden usar para determinar la ruta más corta entre dos nodos cualesquiera de la red. A este respecto, las formulaciones de programa lineal son equivalentes al algoritmo de Floyd.

Suponga que la red de ruta más corta tiene “n” nodos, y que se desea determinar la ruta más corta entre dos nodos cualesquiera “s” y “t” de la red.

7.3.2.1 Formulación “1”

En esta formulación se supone que entra a la red una unidad externa de flujo en el nodo “s” y sale en el nodo “t”, siendo “s” y “t” dos nodos entre los que se busca determinar la ruta más corta.


Se definen:


xij = Cantidad de flujo en el arco (i, j) para toda i y j factibles.

Cij = Longitud de arco (i, j) para toda i y j factibles.

Como solo puede haber una unidad de flujo en algún arco en cualquier momento, la variable xij debe asumir solamente valores binarios (0 o 1). Así, la función objetivo del programa lineal se vuelve:
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Hay una restricción que representa la conservación de flujo en cada nodo; esto es, en cualquier nodo j,

Flujo total que entra = Flujo total que sale
Ejemplo de aplicación 7.3

La red de la figura 7.11 muestra las rutas con sus longitudes, en millas, entre la ciudad 1 (nodo 1) y las otras ciudades (nodo 2 a 5). Se desea determinar la ruta más corta del nodo 1 al nodo 2; esto es, s = 1 y t = 2. La figura 7.11 muestra como entra el flujo unitario en el nodo 1 y sale en el nodo 2.
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Figura 7.11

Inserción de un flujo unitario para determinar la 

ruta más corta entre el nodo s = 1 y el nodo t = 2


La lista del programa lineal asociado, usando la formulación “1”, se ve a continuación:
	
	x12
	x13
	x23
	x34
	x35
	x42
	x45
	

	Minimizar Z =
	100
	30
	20
	10
	60
	15
	50
	

	Nodo 1
	–1
	–1
	
	
	
	
	
	= –1   

	Nodo 2
	1
	
	–1
	
	
	1
	
	= 1

	Nodo 3
	
	1
	1
	–1
	–1
	
	
	= 0

	Nodo 4
	
	
	
	1
	
	–1
	–1
	= 0

	Nodo 5
	
	
	
	
	1
	
	1
	= 0



Las restricciones representan la conservación de flujo en cada nodo. Por ejemplo, en el nodo 2 “flujo que entra = flujo que sale” es x12 + x42 = 1 + x23 nótese que una de las restricciones siempre es redundante. Por ejemplo, si se suman las ultimas cuatro restricciones en forma simultanea se obtiene x12 + x13 = 1, que es igual que la restricción 1.

La solución óptima es:




z = 55, x13 = 1, x34 = 1, x42 = 1

Esta solución expresa la ruta más corta del nodo 1 al nodo 2 como 1→3→4→2, y la distancia asociada es z = 55 km.
7.3.2.2 Formulación “2”

La segunda formulación es en realidad el problema dual del programa lineal en la formulación “1”. Como la cantidad de restricciones en la formulación “1” es igual a la cantidad de nodos, el problema dual tendrá tantas variables como cantidad de nodos haya en la red. También, las variables duales no deben estar restringidas, porque todas las restricciones de la formulación “1” son ecuaciones.


Sea:



yj = la restricción dual asociada al nodo j.

Como “s” y “t” son los nodos inicial y terminal de la red, el problema dual se define como sigue:

Maximizar z = yt – ys

Sujeta a:

yj – yi ≤ cij para toda i y j factibles

Signo no restringido para toda yi y yj 

Ejemplo de aplicación 7.4

Para aplicar la formulación “2” al ejemplo de aplicación 7.3, el problema dual asociado con el programa lineal anterior es:
Maximizar z = y2 – y1 


Sujeta a:


y2 – y1 ≤ 100 (ruta 1→2)


y3 – y1 ≤ 30   (ruta 1→3)


y3 – y2 ≤ 20   (ruta 2→3)


y4 – y3 ≤ 10   (ruta 3→4)


y5 – y3 ≤ 60   (ruta 3→5)


y2 – y4 ≤ 15   (ruta 4→2)


y5 – y4 ≤ 50   (ruta 4→5)


y1, y2,…, y5 no restringida

Aunque el problema dual anterior es una definición matemática pura derivada del problema primal, en realidad se puede interpretar el problema en una forma lógica. Se define:


yi = distancia al nodo i 


Con esta definición, la distancia más corta del nodo inicial 1 al nodo terminal 2 se determina maximizando y2 – y1. La restricción asociada con la ruta (i, j) indica que la distancia del nodo i al nodo j no puede ser mayor que la longitud directa de esa ruta. Puede ser menor si se puede llegar al nodo j desde el nodo i pasando por otros nodos que formen una ruta más corta. Por ejemplo, la distancia máxima del nodo 1 al nodo 2 es 100. Con la definición de yi como la distancia al nodo i, se puede suponer que todas las variables son no negativas (en lugar de no tener restricción). También se puede suponer que y1 = 0 es la distancia la nodo 1.
Con base en la explicación anterior, y suponiendo que todas las variables son no negativas, la solución óptima es:

z = 55, y1 = 0, y2 = 55, y3 = 30, y4 = 40, y5 = 0


El valor de z = 55 millas expresa la distancia más corta del nodo 1 al nodo 2, que también es igual a y2 – y1 = 55 – 0 = 55.

La determinación de la ruta misma, a partir de esta solución, es algo ingenioso. Se ve que la solución satisface en forma de ecuación a las restricciones de las rutas 1→3, 3→4 y 4→2, por que sus holguras son igual a cero; esto es y3 – y1 = 30, y4 – y3 = 10, y2 – y4 = 15. Este resultado identifica que la ruta más corta es 1→3→4→2.

Otra forma de identificar las restricciones que se satisfacen en forma de ecuación es consultar la solución del programa lineal de la formulación “2”. Toda restricción que tenga un valor dual distinto de cero debe estar satisfecha en forma de ecuación. La tabla siguiente aparea las rutas (restricciones) con sus valores duales asociados.

	Ruta (restricción)
	1→2
	1→3
	2→3
	3→4
	3→5
	4→2
	4→5

	Valor dual asociado
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0


7.3.3 Solución por computadora de la ruta más corta
7.3.3.1 Solución con TORA


Se puede usar TORA para generar iteraciones del algoritmo de Dijkstra y del Algoritmo de Floyd. 


Parta del MainMenú y escoja Network models → Shortest Route (Modelo de red → Ruta más corta). Especifique el modo de captura (archivo existente o problema nuevo) y el formato de captura.


En problemas nuevos, use la tabla de captura para ingresar datos. Y oprima SOLVE MENU (menú resolver)
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Figura 7.12
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Figura 7.13
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Figura 7.14

Seleccione SOLVE PROBLEM = > Iterations, y escoja uno de los dos métodos (Algoritmo de Dijkstra o el algoritmo de Floyd) para iniciar las iteraciones del modelo de red.
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Figura 7.15
La figura 7.16 muestra las iteraciones del ejemplo de aplicación 7.1, con TORA, por el algoritmo de Dijkstra.
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Figura 7.16   Solución de la ruta más corta del ejemplo de aplicación 7.1 con TORA

7.3.3.2 Solución con WinQSB

Parta del menú Inicio = > Programas = > WinQSB = > Network Modeling.
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Figura 7.17

Una vez hecha la selección de Network Modeling  haga clic en New Problem, y escoja el tipo de problema en este caso Shortest Path Problem (Problema de camino más corto) y coloque los datos del problema (criterio de la función objetivo, formato de los datos de entrada, número de nodos) y haga clic en OK
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Figura 7.18

Proceda a ingresar los datos del problema de la siguiente manera:
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Figura 7.19

Una vez ingresados los datos del problema haga clic en Solve and Analyse y haga clic en Solve and Display Steps – Network.
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Figura 7.20

Aparecerá la primera iteración, luego presione Iteration = > Next Iteration. Hasta hallar el óptimo. En la figura 7.21 se resuelve el ejemplo de aplicación 7.1.
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Y así sucesivamente hasta hallar el óptimo.
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Figura 7.21
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Figura 7.22   Solución de la ruta más corta entre los nodos del ejemplo de aplicación 7.1 con WinQSB.
7.3.3.3 Solución con hoja de cálculo de Excel

La hoja de cálculo de Excel, desarrollada para el modelo general de transporte se puede modificar fácilmente para determinar la ruta más corta entre dos nodos. La hoja se basa en la formulación “1”, sección 7.3.2, y esta diseñada para resolver problemas con un máximo de 10 nodos. La figura muestra la aplicación de la hoja de cálculo al ejemplo de aplicación 7.1. La matriz de distancias está en las celdas B6:K15. Para los arcos no existentes se ingresa una distancia infinita (=9999 o cualquier valor relativamente grande). 
Como se busca la ruta más corta entre los nodos 1 y los nodos restantes, por ejemplo del nodo 1 al nodo 7, la cantidad suministrada al nodo 1 y la cantidad de demanda en el nodo 7 es 1 unidad. Se escribe cantidad cero en los elementos restantes de oferta y demanda.


Una vez ingresados los datos de costo unitario, de oferta y de demanda, el resto de la hoja (secciones de cálculos intermedios y de solución óptima) se genera en forma automática. Los parámetros de SOLVER deben corresponder a los datos del problema, como se ve en las columnas resaltadas B, C, F y G. La columna B especifica las celdas que cambian (flujos de arco) del problema (celdas B20:B39). La columna C especifica las capacidades de los arcos de la red (celdas C20:C39). En el modelo de ruta más corta esas capacidades no desempeñan papel alguno en los cálculos, y en consecuencia son infinitas (=99999). Las restricciones del modelo representan la ecuación de balance para cada nodo. 
Las celdas F19:F23 definen el lado izquierdo, y las celdas G19:G23 representan el lado derecho de las ecuaciones de flujo. Como se explico en la sección 6.7.3, se usa SUMIF (sumar si) para generar el flujo neto adecuado en cada nodo, con la información de las columnas I y J. La hoja de cálculo automatiza esas operaciones. Así, todo lo que se debe hacer después de escribir los datos es actualizar las especificaciones Cambiando las Celdas y Restricciones de SOLVER, para que coincidan con los datos. La Celda Objetivo queda igual para todos los datos. En el ejemplo de aplicación 7.1 se tiene:

Cambiando la celdas: B20:B61


Sujetas a las siguientes restricciones: F19:F25 = G19:G25
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Figura 7.23

El resultado de la figura 7.24 define la solución (N1 – N2 = 1, N2 – N5 = 1, N5 – N7 = 1), con una distancia de 8. Eso quiere decir que la ruta óptima es 1→2→5→7.
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Figura 7.24   Solución de la ruta más corta entre los nodos 1 y 7 del ejemplo de aplicación 7.1 con SOLVER de Excel
7.4 Problema del árbol de expansión mínima 

El problema del árbol de expansión mínima tiene algunas similitudes con la versión principal del problema de la ruta más corta que se presento en la sección anterior. En ambos casos se considera una red no dirigida y conexa, en la que la información dada incluye alguna medida de longitud positiva (distancia, tiempo, costo, etc.) asociada con cada arco. Los dos problemas involucran también el hecho de seleccionar un conjunto de arcos que tiene la longitud total más corta entre todos los conjuntos de arcos que satisfacen cierta propiedad. Para el problema de la ruta más corta esta propiedad es que el arco seleccionado debe proporcionar una trayectoria entre el origen y el destino. Para el árbol de expansión mínima la propiedad requerida es que los arcos seleccionados deben proporcionar una trayectoria entre cada par de nodos.

Una red con “n” nodos requiere solo (n – 1) arcos para proporcionar una trayectoria entre cada par de nodos. No deben usarse más arcos ya que esto aumentaría, sin necesidad, la longitud total de los arcos seleccionados. Los (n – 1) arcos deben elegirse de tal manera que la red resultante (con solo los arcos resultantes) forme un árbol de expansión (según la definición dada en la sección 7.2). Por lo tanto, el problema es encontrar el árbol de expansión con la longitud total mínima de sus arcos.
7.4.1 Algoritmo del árbol de expansión mínima

El algoritmo de árbol de expansión mínima enlaza los nodos de una red, en forma directa o indirecta, con la mínima longitud de las ramas enlazantes. Una aplicación característica es en la construcción de carreteras pavimentadas que unen varias poblaciones. 
El camino entre dos poblaciones puede pasar por uno o más poblaciones adicionales. El diseño más económico del sistema de caminos indica que se minimice la distancia total de caminos pavimentados, el resultado que se obtiene implementando el algoritmo de árbol de expansión mínima. Los pasos del procedimiento son los siguientes:
Paso 1. Se selecciona, de manera arbitraria, cualquier nodo y se conecta (es decir se pone un arco) al nodo más cercano distinto de éste.

Paso 2. Se identifica el nodo no conectado más cercano a un nodo conectado, y se conectan estos dos nodos (es decir, se agrega un arco entre ellos). Este paso se repite hasta que se hayan conectado todos los nodos.

Paso 3. Los empates para el nodo más cercano distinto (paso 1) o para el nodo no conectado más cercano (paso 2), se pueden romper en forma arbitraria y el algoritmo todavía debe llevar a una solución óptima. No obstante, estos empates son señales de que pueden existir (pero no necesariamente) soluciones óptimas múltiples. Todas esas soluciones se pueden identificar si se buscan las demás formas de romper los empates hasta el final.


La manera más rápida de ejecutar este algoritmo en forma manual es el enfoque gráfico que se ilustra enseguida.

Ejemplo de aplicación 7.5

La administración de Comteco necesita determinar los caminos bajo los cuales se deben tender las líneas telefónicas para conectar todas las estaciones con una longitud mínima de cable. Se describirá paso a paso la solución de este problema con base en los datos que se dan en la figura 7.25.
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Figura 7.25

En forma arbitraria, se selecciona el nodo O para comenzar. El nodo no conectado más cercano a O es el nodo A. Se conecta el nodo A al nodo O.
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Figura 7.26

El nodo más cercano a cualesquiera de los nodos O o A es el nodo B (más cercano a A), se conecta el nodo B al nodo A.
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Figura 7.27

El nodo no conectado más cercano a O, A o B es el nodo C (más cercano a B), se conecta el nodo C al nodo B. 
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Figura 7.28
El nodo no conectado más cercano a O, A, B o C es el nodo E (más cercano a B), se conecta el nodo E al nodo B. 
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Figura 7.29

El nodo no conectado más cercano a O, A, B, C o E es el nodo D (más cercano a E), se conecta el nodo D al nodo E. 
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Figura 7.30

El único nodo no conectado es el nodo T. Esta más cerca del nodo D, se conecta el nodo T al nodo D
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Figura 7.31

Todos los nodos han quedado conectados, por lo que ésta es la solución óptima que se buscaba. La longitud total de las ramas es 14 km.

Aunque con este procedimiento a primera vista puede parecer que la selección del nodo inicial afectaría la solución final (y la longitud de los arcos), en realidad no es así. 
Se sugiere que se verifique este hecho para el ejemplo, aplicando de nuevo el algoritmo, pero iniciando en un nodo distinto de O.
7.4.2 Solución por computadora de expansión mínima
7.4.2.1 Solución con TORA


Se puede usar TORA para generar iteraciones del algoritmo del algoritmo del árbol de expansión mínima.


Parta del MainMenú y escoja Network models → Minimal Spanning Tree (Modelo de red → Árbol de expansión mínima). Especifique el modo de captura (archivo existente o problema nuevo) y el formato de captura.


En problemas nuevos, use la tabla de captura para ingresar datos. Y oprima SOLVE MENU (menú resolver)
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Figura 7.32
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Figura 7.32 (a)
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Figura 7.33

Seleccione SOLVE PROBLEM, para iniciar las iteraciones del modelo de red.
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Figura 7.34
La figura 7.35 muestra las iteraciones del ejemplo de aplicación 7.5, con TORA.
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Figura 7.35   Solución del árbol de expansión mínima del ejemplo de aplicación 7.5 con TORA
7.4.2.2 Solución con WinQSB


Parta del menú Inicio = > Programas = > WinQSB = > Network Modeling.
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Figura 7.36


Una vez hecha la selección de Network Modeling  haga clic en new Problem, y escoja el tipo de problema en este caso Minimal Spanning Tree (árbol de expansión mínima) y coloque los datos del problema (criterio de la función objetivo, formato de los datos de entrada, número de nodos) y haga clic en OK
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Figura 7.36 (a)

Proceda a ingresar los datos del problema de la siguiente manera:
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Figura 7.37

Una vez ingresados los datos del problema haga clic en Solve and Analyse y haga clic en Solve and Display Steps – Network.
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Figura 7.38

Aparecerá la primera iteración, luego presione Iteration = > Next Iteration. Hasta hallar el óptimo. En la figura 7.39 se resuelve el ejemplo de aplicación 7.5.
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Y así sucesivamente hasta hallar el óptimo.
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Figura 7.39   Solución del árbol de expansión mínima del ejemplo de aplicación 7.5 con WinQSB.

7.5 Modelo de flujo máximo 


En el problema de flujo máximo hay un solo nodo fuente que es el productor del flujo y un solo nodo destino que es el consumidor del flujo. El objetivo es encontrar la máxima cantidad de flujo total (transito, agua, petróleo, efectivo, etc.) que puede circular por la red en la unidad de tiempo.

En este problema deben tomarse en cuenta las siguientes consideraciones:
1. El flujo entra en la red únicamente por el nodo fuente. Matemáticamente se expresa.
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2. Hay conservación de flujo en un nodo intermedio; es decir, el total de flujo que entra en un cierto nodo es igual al total de flujo que sale del mismo.
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3. El flujo sale de la red únicamente por el nodo destino.
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4. El flujo en un arco debe cumplir los requerimientos mínimos y las capacidades máximas del arco, es decir: 
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Por tanto la formulación matemática de este problema será:

Max ( = 
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Donde:


xij = Flujo por unidad de tiempo que cruza el arco (i, j)
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f = Flujo total de la red por unidad de tiempo



[image: image81.wmf]ij

m

 = Capacidad máxima de flujo


[image: image82.wmf]ij

l

 = Capacidad mínima de flujo

De acuerdo a esta formulación, los arcos del nodo productor a cada uno de los centros de oferta (2, 3,…., m) tendrán una capacidad máxima de flujo igual a la oferta del lugar. Los arcos de los “n” centros consumidores al nodo destino, tendrán una capacidad mínima igual a la demanda del entro. Los arcos que van de los centros de oferta a los centros de consumo, tendrán una capacidad máxima igual a la capacidad disponible de transporte por unidad de tiempo entre estos puntos.

7.5.1 Algoritmos del problema de flujo máximo 

El algoritmo que se emplea es el de Ford y Fulkerson. Para cualquier recorrido elegido debe cumplirse:

· Que no se exceda la capacidad de ningún arco del recorrido.

· A excepción de los nodos 1 y n, el flujo de los otros nodos, debe cumplir la condición de conservación: Flujo de entrada al nodo = Flujo de salida del nodo.
7.5.1.1 Algoritmo de Ford y Fulkerson

El algoritmo considera que la cantidad máxima de flujo que puede fluir de la fuente al destino a lo largo de un recorrido elegido, es igual a la menor de las capacidades de arco de dicho recorrido. Siempre que se asigna un flujo a un arco particular, se tiene en cuenta dos reglas:
1. Se debe reducir la cantidad en a dirección del flujo asignado, en la cantidad de flujo.

2. Se aumenta la cantidad en sentido opuesto, en la cantidad de flujo.


El algoritmo consta de los siguientes pasos:

Paso 1. Encuentre cualquier recorrido, de la fuente al destino, que tenga CAPACIDAD DE FLUJO POSITIVA; es decir, considerando todos los arcos del recorrido, la mínima de las capacidades en la dirección del flujo debe ser positiva. Si no hay recorridos con estas características, se habrá llegado a la solución óptima.
Paso 2. Seleccionar ρmin como la capacidad de flujo mínimo de entre todos los arcos seleccionados en el paso 1. Esto quiere decir que estamos aumentando el flujo existente a través de la red porque enviamos un flujo adicional de rmin sobre este recorrido.

Paso 3. Por el recorrido elegido, disminuir las capacidades en dirección del flujo en cada arco, en la cantidad ρmin. Aumentar las capacidades en la dirección opuesta también en ρmin.
Paso 4. Volver al paso 1.

Ejemplo de aplicación 7.6

Dada la red con sus respectivos flujos, hallar el flujo máximo:
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Iteración 1ª. Recorrido O → A → D → T

ρmin= 3
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Iteración 2ª. Recorrido O → C → E → T

ρmin= 2
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Como ya no existe un recorrido con capacidad de flujo positiva, entonces habremos llegado al óptimo. De acuerdo a esto, el flujo máximo que atraviesa a la red es 5.

El flujo total para cada arco, se calcula, estableciendo diferencias entre las capacidades iniciales y finales, siempre y cuando estas ultimas sen menores. 
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En esta última red se puede comprobar:

· Para el nodo fuente O:                                      0
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· Para el nodo destino T:                    0
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· Para un nodo intermedio, por ejemplo el nodo E:
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La red resultante muestra el flujo máximo y puede ser cortada de diferentes maneras, de tal manera que se establece el siguiente teorema. 
“EL FLUJO MÁXIMO DE CUALQUIER RED ES IGUAL A LA MÍNIMA

           CAPACIDAD DE CORTE”

Para explicar este teorema, se definen:
· Corte. Cualquier partición del conjunto de nodos en dos clases ajenas: C1 y Cn; la clase 1 contiene al nodo original y la clase n contiene al nodo destino.
· Capacidad De Corte. Es la suma de las capacidades de los arcos que conectan a todos los nodos que van de C1 a Cn.

Entre todos los cortes posibles en la red, el que tenga la capacidad menor permite el flujo máximo en la red.
Ejemplo de aplicación 7.7

Por lo tanto para el ejemplo de aplicación 7.6 se tiene:
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	Clase 1 (C1)
	Clase n (Cn)
	Capacidad de Corte

	{O}
	{A, B, C, D, E, T}
	XOA +XOC

             3  +  5      = 8

	{O, A}
	{B, C, D, E, T}
	XOC + XAB + XAD
           5   +   6   +   6   =  17

	{O, A, B}
	{C, D, E, T}
	XOC + XAD + XBC + XBD + XBE 

           5   +   6    + 4      +  4    +   6    = 25

	{O, A, B, C}
	{D, E, T}
	XAD +  XBD + XBE + XCE
         6    +   4    +   6    +  2   = 18

	{O, A, B, C, D}
	{E, T}
	XBE + XCE + XDE + XDT
         6   +   2   +   3   +   5   = 16

	{O, A, B, C, D, E}
	{T}
	XDE + XET
         5   +  2    =  7

	{O, C, E}
	{A, B, D, T}
	XOA + XCB + XEB + XED + XET
        3   +   0   +   0   +   0   +   2   = 5 



Se pueden ir deduciendo más particiones y combinaciones posibles. Se puede notar, sin embargo, que la partición C1 = {O, C, E} y Cn = {A, B, D, T} ofrece una mínima capacidad de corte, igual a 5; esta mínima capacidad corresponde al flujo máximo encontrado por el algoritmo de Ford y Fulkerson.  
7.5.1.2 Algoritmo de flujo máximo 

El algoritmo de flujo máximo se basa en determinar rutas de irrupción que tengan flujo neto positivo entre los nodos fuente y destino. Cada ruta comunica parte o todas las capacidades de sus arcos al flujo total en la red.


Considere el arco (i, j) con capacidades iniciales (
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). A medida que partes de esas capacidades contribuyen al flujo en el arco, se actualizan los residuales (o capacidades remanentes). La red con los residuales actualizados se llama red residual. Se usará la notación (
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Para un nodo j que recibe flujo al nodo i, se define una etiqueta [aj, i], donde aj es el flujo del nodo i al nodo j. 

Los pasos del algoritmo son como sigue:

Paso 1. Para todos los arcos (i, j) se iguala la capacidad residual con la capacidad inicial; esto es, (
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). Sea a1 = ∞ y se etiqueta el nodo fuente 1 con [∞, —]. Se iguala i = 1 y se prosigue al paso 2.
Paso 2. Determinar Si, el conjunto de nodos j no etiquetados que se pueden alcanzar directamente desde el nodo i, con arcos con residuales positivos (esto es     cij > 0 para toda j ε Si). Si ≠ Ø, ir al paso 3. En caso contrario ir al paso 4.
Paso 3. Determinar k ε Si tal que 
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Igualar ak = cik y etiquetar el nodo k con [ak,i]. Si k = n, el nodo sumidero se ha etiquetado y se ha encontrado una ruta de irrupción; ir al paso 5. En caso contrario igualar i = k y seguir en el paso 2.

Paso 4. (Retroceso). Si i = 1, no hay otras irrupciones posibles; ir al paso 6. En caso contrario, sea r el nodo que se ha etiquetado inmediatamente antes del nodo actual i y quitar i del conjunto de nodos adyacentes a r. Igualar i = r y continuar en el paso 2.
Paso 5. (Determinación de la red residual). Sea Np = (1, k1, k2, …, n); se definen los nodos de la p-ésima ruta de irrupción del nodo fuente 1 al nodo destino n. Entonces el flujo máximo por la ruta se calcula como:
fp = mín {a1, ak1, ak2,…, an}
La capacidad residual de cada arco a lo largo de la ruta de irrupción se disminuye en fp unidades en la dirección del flujo y se aumenta fp unidades en la dirección contraria; esto es, para todos los nodos i y j en la ruta, el flujo residual se cambia del actual (
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Se reinstalan todos los nodos que se hayan eliminado en el paso 4. Poner      i = 1 y regresar al paso 2 para intentar una nueva ruta de irrupción.

Paso 6. (Solución) 
a) Si se han determinado m rutas de irrupción, el flujo máximo en la red es:

F = f1 + f2 + ...+ fm
b) Como los residuales inicial y final del arco (i,j) se obtienen con (
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), respectivamente, el flujo óptimo en el arco (i, j) se calcula como sigue:

Sea:
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Si α > 0, el flujo óptimo de i a j es α.

Si β > 0, el flujo óptimo de i a j es β. (Es imposible que tanto α y β sean positivos).
Se invoca el proceso de retroceso del paso 4 cuando el algoritmo llega a un “punto ciego” por descuido, en un nodo intermedio, antes de poder realizar una irrupción. 

Ejemplo de aplicación 7.8 

Determinar el flujo máximo en la red del ejemplo de aplicación 7.6. 
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Iteración 1º. Igualar los residuales iniciales (
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Paso 1. Igualar aO = ∞ y etiquetar el nodo O con [∞, —]. Poner i = O.

Paso 2. SO = {A, C}(≠Ø).
Paso 3. k = C porque cOC = max {cOA, cOC}= max{3, 5} = 5. Tomar aC = cOC = 5 y etiquetar el nodo C [5, O]. Igualar i = C y repetir el paso 2.
Paso 2. SC = {B, E}

Paso 3. k = E porque cCE = max {cCB, cCE}= max{0, 2} = 2. Tomar aE = cCE = 2 y etiquetar el nodo E [2, C]. Igualar i = E y repetir el paso 2.

Paso 2. SE = {D, T}

Paso 3. k = T porque cET = max {cED, cET}= max{0, 2} = 2. Tomar aT = cET = 2 y etiquetar el nodo T [2, E]. Se obtuvo una irrupción. Ir al paso 5.

Paso 5. La ruta de irrupción se determina con las etiquetas comenzando en el nodo T y termina en el nodo O; esto es, (T) → [2, E] → (E) → [2, C] → (C) → [5, O] → (O). Así, N1 = {O, C, E, T}y f1 = mín {aO, aC, aE, aT} = {∞, 5, 2, 2} = 2. Las capacidades residuales a lo largo de la ruta N1 son:
(
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(
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Iteración 2º. 

Paso 1. Igualar aO = ∞ y etiquetar el nodo O con [∞, —]. Poner i = O.

Paso 2. SO = {A, C}(≠ Ø).

Paso 3. k = A porque cOA = max {cOA, cOC}= max{3, 3} = 3.(Aunque los empates se rompen en forma arbitraria, TORA selecciona siempre el nodo empatado que tenga el índice menor.) Tomar aA = cOA = 3 y etiquetar el nodo A [3, O]. Igualar i = A y repetir el paso 2.
Paso 2. SA = {B, D}

Paso 3. k = B porque cAB = max {cAB, cAD}= max{6, 6} = 6. Tomar aB = cAB = 6 y etiquetar el nodo B [6, A]. Igualar i = B y repetir el paso 2.

Paso 2. SB = {C, D, E}

Paso 3. k = D porque cBD = max {cBC, cBD, cBE}= max{4, 4, 6} = 4. Tomar aD = cBD = 4 y etiquetar el nodo D [4, B]. Igualar i = D y repetir el paso 2.
Paso 2. SD = {E, T}

Paso 3. k = T porque cDT = max {cDE, cDT}= max{3, 5} = 5. Tomar aT = cDT = 5 y etiquetar el nodo T [5, D]. Se obtuvo una irrupción. Ir al paso 5.

Paso 5. La ruta de irrupción se determina con las etiquetas comenzando en el nodo T y termina en el nodo O; esto es, (T) → [5, D] → (D) → [4, B] → (B) → [6, A] → (A) → [3, O] → (O). Así, N2 = {O, A, B, D, T}y f2 = mín {aO, aA, aB, aD, aT} = {∞, 3, 6, 4, 5} = 3. Las capacidades residuales a lo largo de la ruta N2 son:

(
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Iteración 3º. 


Todos los arcos que salen del nodo O tienen residuales ceros, a excepción del arco OC, como el nodo C tiene residuales ceros, en consecuencia no hay irrupciones posibles. Entonces pasaremos al paso 6 para determinar la solución. 
Paso 6. El flujo máximo en la red es F = f1 + f2 = 2 + 3 = 5 unidades. El flujo en los distintos arcos se calcula restando los últimos residuales (
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	Arco
	(
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)
	Flujo
	Dirección

	(O,A)
	(3,0) – (0,3) = (3, –3)
	3
	O → A

	(O,C)
	(5,0) – (3,2) = (2, –2)
	2
	O → C

	(A,B)
	(6,0) – (3,3) = (3, –3)
	3
	A → B

	(A,D)
	(6,0) – (6,0) = (0, 0)
	0
	▬

	(B,C)
	(4,0) – (4,0) = (0, 0)
	0
	▬

	(B,D)
	(4,0) – (1,3) = (3, –3)
	3
	B → D

	(B,E)
	(6,0) – (6,0) = (0,0)
	0
	▬

	(C,E)
	(2,0) – (0,2) = (2, –2)
	2
	C → E

	(D,E)
	(3,0) – (3,0) = (0,0)
	0
	▬

	(D,T)
	(5,0) – (2,3) = (3, –3)
	3
	D → T

	(E,T)
	(2,0) – (0,2) = (2,–2)
	2
	E → T
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7.5.2 Formulación del problema de flujo máximo con programación lineal


Se define xij como la cantidad de flujo en el arco (i,j) y sea cij la capacidad del mismo arco. Se supone que s y t son los nodos inicial y terminal entre los cuales se debe determinar el flujo máximo en la red capacitada (es decir, con sus capacidades).

Las restricciones del problema conservan el flujo de entrada y salida en cada nodo, con excepción de los nodos inicial y terminal. La función objetivo maximiza el flujo total “que sale” del nodo inicial s, o el flujo total “que entra” al nodo terminal t.
Ejemplo de aplicación 7.9

En el modelo de flujo máximo de la figura 7.40, s = 1 y t = 5. La tabla siguiente es un resumen del programa lineal correspondiente con dos funciones objetivos distintas, que dependen de si se maximiza la salida del nodo 1 (= Z1) o la entrada al nodo 5 (= Z2).
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Figura 7.40
	
	x12
	x13
	x14
	x23
	x25
	x34
	x35
	x43
	x45
	

	Maximizar Z1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	

	Maximizar Z2
	
	
	
	
	1
	
	1
	
	1
	

	Nodo 2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	= 0

	Nodo 3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	= 0

	Nodo 4
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	= 0

	Capacidad
	20
	30
	10
	40
	30
	10
	20
	5
	20
	



La solución óptima, usando cualquiera de las funciones objetivo, es:

 x12 = 20, x13 = 30, x14 = 10, x23 = , x25 = 20, x34 = 10, x35 = 20, x43 = , x45 = 20

El flujo máximo asociado es Z1 = Z2 = 60.
7.5.3 Solución por computadora del problema de flujo máximo 
7.5.3.1 Solución con TORA


Puede usted usar Tora para resolver el modelo de flujo máximo en una forma automatizada, o para producir las iteraciones que se describieron arriba.

Parta del MainMenú y escoja Network models → Maximal Flow (Modelo de red → Flujo máximo). Especifique el modo de captura (archivo existente o problema nuevo) y el formato de captura.


En problemas nuevos, use la tabla de captura para ingresar datos. Y oprima SOLVE MENU (menú resolver)
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Figura 7.41
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Figura 7.42
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Figura 7.43
Seleccione SOLVE PROBLEM = > Iterations.
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Figura 7.44
La figura 7.45 muestra las iteraciones del ejemplo de aplicación 7.1, con TORA
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Figura 7.45   Iteraciones de flujo máximo para el ejemplo de aplicación 7.1 con TORA
7.5.3.2 Solución con WinQSB


Parta del menú Inicio = > Programas = > WinQSB = > Network Modeling.


Una vez hecha la selección de Network Modeling  haga clic en new Problem, y escoja el tipo de problema en este caso Maximal Flow Problem (Problema de flujo máximo) y coloque los datos del problema (criterio de la función objetivo, formato de los datos de entrada, número de nodos) y haga clic en OK
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Figura 7.46
Proceda a ingresar los datos del problema de la siguiente manera:
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Figura 7.47
Una vez ingresados los datos del problema haga clic en Solve and Analyse y haga clic en Solve and Display Steps – Network.
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Figura 7.48
Aparecerá la primera iteración, luego presione Iteration = > Next Iteration. Hasta hallar el óptimo. En la figura 7.49 se resuelve el ejemplo de aplicación 7.1.
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Figura 7.49   Solución del problema de flujo máximo del ejemplo de aplicación 7.1 con WinQSB.
7.5.3.3 Solución con hoja de cálculo de Excel


La hoja de cálculo de Excel, basada en la red, que se desarrollo para el modelo de transporte (sección 6.7.3) se modifica para determinar el flujo máximo en una red capacitada. Esta hoja de cálculo esta diseñada para problemas con un máximo de 10 nodos. 
La figura 7.50 muestra la aplicación de la hoja de cálculo al ejemplo de aplicación 7.1. La matriz de capacidades de flujo está en las celdas B6:K15. Una celda vacía en la matriz de capacidades indica que el arco correspondiente tiene capacidad infinita. Un elemento cero corresponde a un arco de flujo inexistente. En cualquier otro caso, todos los arcos restantes deben tener capacidades finitas.


Una vez capturados los datos de capacidad de flujo, el resto de la hoja de cálculo (secciones de cálculos intermedios y de solución óptima) se crean en forma automática. 
Todo lo que se necesita ahora es actualizar los parámetros de solver para que coincidan con datos del problema. La columna B especifica las celdas que cambian (flujos de arco) del problema. El intervalo para Cambiando las Celdas debe abarcar todos los arcos especificados en la columna A (asegúrese de dar un nombre a cada nodo en la matriz de datos, o la columna A solo mostrara un guión en las celdas correspondientes). En este ejemplo, las celdas B20:B61 proporcionan el intervalo de Cambiando las Celdas. La columna C especifica las capacidades de los arcos de la red (Celdas C20:C61).

Las restricciones del modelo representan la ecuación de balance de cada nodo. La formulación como programa lineal, de la sección 7.5.3, indica que no es necesario formular nuevas ecuaciones de flujo para los nodos primero y ultimo de la red. Así, las celdas G20:G24 representan el lado derecho de las ecuaciones de flujo.

Con base en esta información, los parámetros de Solver para el ejemplo 7.1 se captura como sigue:
Cambiando la celdas: B20:B61
Sujetas a las siguientes restricciones: B20:B61< = C20:C61 (capacidad de arco)





     F20:F24= G20:G24 (Ecuaciones de flujo para los 







     nodos 2, 3, 4, 5 y 6)

Nótese que La celda objetivo se automatiza y no necesita cambiarse. El parámetro 
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Figura 7.50

El resultado de la figura 7.51 define la solución (N1 – N2 = 3, N1 – N4 = 2, N2 – N5 = 3, N4 – N6 = 2, N5 – N7 = 3, N6 – N7 = 2), con un flujo máximo de 5. Eso quiere decir que la ruta óptima es 1→ 2 → 5 → 7 y 1→ 4 → 6 → 7.

[image: image145.emf]Nº De Nodos 7 <<maximo 10

N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7

N1 0 3 0 5 0 0 0

N2 0 0 6 0 6 0 0

N3 0 0 0 4 4 6 0

N4 0 0 0 0 0 2 0

N5 0 0 0 0 0 3 5

N6 0 0 0 0 0 0 2

N7 0 0 0 0 0 0 0

Solución óptima: Intermediate calculations:

Costo Total = Nombre Nodo Flujo DemandaDesde Hasta

Flujo 

Unitario

Desde - Hasta Flujo Capacidad N1 1 5 0 1 2 1

N1 - N2 3 3 N2 2 0 0 1 3 0

N1 - N3 0 0 N3 3 0 0 1 4 1

N1 - N4 2 5 N4 4 0 0 1 5 0

N1 - N5 0 0 N5 5 0 0 1 6 0

N1 - N6 0 0 N6 6 0 0 1 7 0

N1 - N7 0 0 N7 7 -5 0 2 1 0

N2 - N1 0 0 2 3 0

N2 - N3 0 6 2 4 0

N2 - N4 0 0 2 5 0

N2 - N5 3 6 2 6 0

N2 - N6 0 0 2 7 0

N2 - N7 0 0 3 1 0

N3 - N1 0 0 3 2 0

N3 - N2 0 0 3 4 0

N3 - N4 0 4 3 5 0

N3 - N5 0 4 3 6 0

N3 - N6 0 6 3 7 0

N3 - N7 0 0 4 1 0

N4 - N1 0 0 4 2 0

N4 - N2 0 0 4 3 0

N4 - N3 0 0 4 5 0

N4 - N5 0 0 4 6 0

N4 - N6 2 2 4 7 0

N4 - N7 0 0 5 1 0

N5 - N1 0 0 5 2 0

N5 - N2 0 0 5 3 0

N5 - N3 0 0 5 4 0

N5 - N4 0 0 5 6 0

N5 - N6 0 3 5 7 0

N5 - N7 3 5 6 1 0

N6 - N1 0 0 6 2 0

N6 - N2 0 0 6 3 0

N6 - N3 0 0 6 4 0

N6 - N4 0 0 6 5 0

N6 - N5 0 0 6 7 0

N6 - N7 2 2 7 1 0

N7 - N1 0 0 7 2 0

N7 - N2 0 0 7 3 0

N7 - N3 0 0 7 4 0

N7 - N4 0 0 7 5 0

N7 - N5 0 0 7 6 0

N7 - N6 0 0

Modelo De Flujo Máximo Con SOLVER

5

Datos de Entrada:

Matriz de Capacidades (la entrada en blanco = infinito)


Figura 7.51   Solución de flujo máximo desde el nodo 1 hasta 7 del ejemplo de aplicación 7.1 con SOLVER de Excel
7.6 Problema del flujo capacitado a costo mínimo 
El problema del flujo capacitado a costo mínimo se basa en las hipótesis siguientes:

1. A cada arco se le asocia un costo de flujo unitario (no negativo).

2. Los arcos pueden tener límites inferiores positivos de capacidad.

3. Todo nodo en la red puede funcionar como fuente o como sumidero.


El nuevo modelo determina los flujos en los distintos arcos, que minimizan el costo total y a la vez satisfacen las restricciones de flujo y las cantidades de oferta y demanda en los nodos, representando el modelo de red y su formulación equivalente en programación lineal, lo cual es la base que desarrolla el algoritmo símplex capacitado especial y por ultimo mostraremos una plantilla de hoja de calculo, de la red capacitada con costo mínimo.
7.6.1 Representación en red 

Se tiene una red capacitada G = (N, A), donde N es el conjunto de los nodos y A es el conjunto de los arcos, y se definen:


xij = cantidad de flujo del nodo i al nodo j.

uij (lij) = capacidad máxima (mínima) del arco (i,j).

cij = costo de flujo unitario del nodo i al nodo j.

fi = flujo neto en el nodo i.

La figura 7.52 muestra las definiciones en el arco (i,j). La etiqueta [fi] supone un valor positivo (negativo) cuando hay una oferta o suministro neto (demanda) asociada al nodo i.
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Figura 7.52

Arco capacitado con flujo externo
Ejemplo de aplicación 7.10
Coboce abastece de hormigón a tres proyectos de caminos desde tres plantas. Las cantidades de oferta en los tres plantas son 100, 200 y 50 m3. Coboce usa principalmente camiones hormigoneras para transportar el hormigón a los proyectos, a excepción de de tres rutas, en las que se usan otro tipo de transporte.

La figura 7.53 muestra las rutas disponibles entre las tres plantas y los tres proyectos. Plantas se representan con los nodos 1, 2 y 3, cuyas cantidades de suministro son [100], [200] y [50], respectivamente. Los proyectos se representan con los nodos 4, 5 y 6, cuyas demandas son [–150], [–80] y [–120], respectivamente. Las rutas permiten transbordos entre los plantas. Los arcos (1,4), (3,4) y (4,6) son de camiones hormigoneras, con capacidades mínimas y máximas. Por ejemplo, la capacidad de la ruta (1,4) es de 50 a 80 m3. En todas las demás rutas se usan otro tipo de transporte, cuya capacidad máxima es prácticamente ilimitada. Los costos de transporte, por m3, se indican en sus arcos respectivos.
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Figura 7.53
7.6.2 Formulación con programación lineal


La formulación de un modelo de red capacitada como programa lineal es la base del desarrollo del algoritmo símplex capacitado, que presentaremos en la sección siguiente. AL usar la notación descrita en la sección 7.6.4, el programa lineal para la red capacitada es: 

Minimizar z = 
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Sujeta a:
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La ecuación para el nodo j mide el flujo fj neto en el nodo j como siguen:

(Flujo que sale del nodo j) – (Flujo que entra al nodo j) = fj 

El nodo j funciona como fuente si fj > 0 y como sumidero si fj < 0.


Siempre se puede eliminar la cota inferior lij de las restricciones, mediante la sustitución:
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La nueva variable de flujo
[image: image152.wmf],

ij

x

, tiene un limite superior igual a uij – lij. Además, el flujo neto en el nodo i se vuelve fi – lij y en el nodo j es fj + lij. La figura 7.54 muestra la transformación de la actividad (i,j) después de que ha salido por sustitución la cota inferior.
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Figura 7.54

Eliminación de la cota inferior en los arcos
Ejemplo de aplicación 7.11

Escriba el programa lineal para la red de la figura 7.55, antes y después de eliminar las cotas inferiores por sustitución.
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 Figura 7.55

Las restricciones principales del programa lineal relacionan el flujo de entrada y salida en cada nodo, y así se obtiene el siguiente programa lineal:

	
	x12
	x13
	x14
	x23
	x25
	x34
	x35
	x46
	x56
	

	Minimizar
	3
	4
	1
	5
	6
	1
	2
	2
	4
	

	Nodo 1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	= 100

	Nodo 2
	–1 
	
	
	1
	1
	
	
	
	
	= 200

	Nodo 3
	
	–1
	
	–1
	
	1
	1
	
	
	= 50

	Nodo 4
	
	
	–1
	
	
	–1
	
	1
	
	= -150

	Nodo 5
	
	
	
	
	–1
	
	–1
	
	1
	= - 80 

	Nodo 6
	
	
	
	
	
	
	
	–1
	–1
	= -120

	Cotas inferiores
	0
	0
	50
	0
	0
	70
	0
	100
	0
	

	Cotas superiores
	∞
	∞
	80
	∞
	∞
	120
	∞
	120
	∞
	


Observe el arreglo de los coeficientes de las restricciones. La columna asociada con la variable xij tiene exactamente un +1 en el renglón i y un –1 en el renglón j. El resto de los coeficientes es 0. Esta estructura es característica de los modelos de flujo de red.

Las variables con cotas inferiores se sustituyen como sigue:
x14 = x14 + 50

x34 = x34 + 70

x46 = x16 + 100

El programa lineal que resulta es:

	
	x12
	x13
	x14
	x23
	x25
	x34
	x35
	x46
	x56
	

	Minimizar 
	3
	4
	1
	5
	6
	1
	2
	2
	4
	

	Nodo 1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	= 50

	Nodo 2
	–1 
	
	
	1
	1
	
	
	
	
	= 200

	Nodo 3
	
	–1
	
	–1
	
	1
	1
	
	
	= - 20

	Nodo 4
	
	
	–1
	
	
	–1
	
	1
	
	= -130

	Nodo 5
	
	
	
	
	–1
	
	–1
	
	1
	= - 80 

	Nodo 6
	
	
	
	
	
	
	
	–1
	–1
	= -20

	Cotas superiores
	∞
	∞
	30
	∞
	∞
	50
	∞
	20
	∞
	


La red correspondiente, después de eliminar por sustitución las cotas inferiores, se ve en la figura 7.56. Observe que la sustitución de la cota inferior se puede hacer en forma directa en la figura 7.55, usando la sustitución de la figura 7.54 y sin necesidad de expresar el problema primero como programa lineal.
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Figura 7.56
7.6.3 Algoritmo símplex de red capacitada 

El método de redes es una versión muy simplificada del método símplex para resolver problemas del flujo de costo mínimo. Como tal, realiza los mismos pasos básicos con cada iteración – encontrar la variable básica entrante, determinar la variable básica que sale y obtener la nueva solución Básica Factible – con el fin de mover la solución Básica Factible actual a una adyacente mejor. No obstante ejecuta estos paso en una forma que explota la estructura especial de la red del problema sin necesidad alguna de la tabla símplex.


Ya que (i es el flujo neto en nodo i, como se definió en sección 7.6.2 lo cual estipula que la red debe satisfacer 
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Esto indica que la oferta en la red debe ser igual a la demanda total, lo cual se puede lograr aumentando una fuente o destino ficticio lo cual su objetivo es balancear y esta conectado con demás nodos de la red y así cumplir con esta condición, esta fuente o destino ficticio sus características son:

· Arcos de costo unitario cero.

· Y capacidad infinita.


Pero este balanceo no asegura que tenga el problema una solución factible, se requiere el conocimiento del método símplex y con la teoría de la dualidad antes visto, y complementariamente puede ayudar el saber el método símplex con cota superior.

Paso 0 Determinar una solución básica factible (conjunto de arcos) para la red, e ir 
al paso 1.

Paso 1 Determinar un arco (variable) de entrada con la condición de optimalidad del 
método símplex. Si la solución es óptima, detenerse. En caso contrario ir al 
paso 2.

Paso 2 Determinar el arco (variable) salida usando la condición de factibilidad del 
método símplex. Determinar la nueva solución y continuar con el paso 1.


Una red con n nodos y flujo neto cero lo que quiere decir que (1 + (1 +… +(n = 0, lo cual consiste en n-1 ecuaciones independientes de restricciones, lo cual una solución básica asociadas debe incluir n-1 arcos. Lo cual puede demostrar que una solución básica le corresponde a un árbol de expansión de la red.


El arco entrante lo que consiste en el paso 1 se determina, calculando 
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≤ 0 para todas i y j, la base actual (la que se tiene en ese momento) es óptima. En caso contrario se selecciona el arco no básico con la 
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 más positivo para entrar en la base.


El cálculo de los coeficientes objetivo se basa en la dualidad, exactamente como se hizo con el modelo de transporte. Cuando se aplica el programa lineal, sea wi la variable dual asociada con la restricción del nodo i; entonces, el problema dual (excluyendo las cotas superiores) es

Maximizar
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Sujeta a:
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wi de signo no restringido, i = 1, 2, …, n

Según la teoría de la programación lineal,

[image: image162.wmf]ij

j

i

c

w

w

=

-

, para el arco básico (i, j)

Ya que por definición el programa lineal original tiene una restricción redundante, se puede asignar un valor arbitrario a una de las variables duales (comparando con el algoritmo de transporte). Por comodidad de iguala w1 = 0. A continuación se resuelven las ecuaciones (básicas) 
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 para determinar los valores duales restantes. De acuerdo con el método 2 de la sección 5.5. Se sabe según esto que el coeficiente objetivo de la xij no básica es la diferencia entre el lado izquierdo y el lado derecho de la restricción dual correspondiente al dual, es decir:
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Lo único que queda por mostrar es la determinación de la variable de salid, lo cual haremos con un ejemplo numérico. A continuación.

Ejemplo de aplicación 7.12

Una red de tuberías conecta dos plantas de tuberías a dos ciudades. Las cantidades diarias de abastecimiento en las dos plantas son 150 a 400 millones de galones, y las demandas diarias en las ciudades 1 y 2 son 250 y 300 millones de galones. Los nodos 1 y 2 representan a las plantas y los nodos 3 y 4 representan a las ciudades 1 y 2. El nodo 5 es una estación de bombeo entre las plantas y las ciudades. El modelo ya esta balanceado, porque la oferta en los nodos 1 y 2 es igual a la demanda en los nodos 3 y 4. La figura 7.57 muestra la red asociada.
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Figura 7.57
Red para el ejemplo de aplicación 

Iteración 0. 

Paso 0. Determinación de una solución inicial básica factible: El árbol de expansión 
  
factible inicial de la figura 7.58 (indicados con arcos de línea llena) se obtiene 
  
por inspección. En el caso normal se usa una técnica de variable artificial para 
  
llegar a esa solución.
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Figura 7.58 Red para la iteración 0

En la figura 7.58, la solución básica factible consiste en los arcos (línea llena) (1,3), (2,5), (5,3) y (5,4), con los flujos factibles de 150, 400, 100 y 300 unidades, respectivamente. Esto deja a los arcos (líneas interrumpida) (2,1), (1,5), (3,4) y (2,4) para representar a las variables no básicas. La notación x(c) en los arcos indica que se asigna un flujo de x unidades a un arco con capacidad c. Los valores predeterminados para x y c son 0 y ∞, respectivamente.

 Iteración 1.

Paso 1. Determinación del arco entrante: Se obtienen los valores duales resolviendo 
   las ecuaciones básicas actúales.

w1 = 0

wi – wj = Cij
Así se obtienen


Arco (1,3): w1 – w3 = 3, por consiguiente w3 = –3  

Arco (5,3): w5 – w3 = 2, por consiguiente w5 = –1


Arco (2,5): w2 – w5 = 3, por consiguiente w2 =   2


Arco (5,4): w5 – w4 = 6, por consiguiente w4 = –7

Ahora se calculan zij – Cij para las variables no básicas, como sigue:


Arco (1,5): w1 – w5 – C15 = 0 – (–1) – 5 = – 4


Arco (2,1): w2 – w1 – C21 = 2 – 0 – 7 = – 5


Arco (2,4): w2 – w4 – C24 = 2 – (–7) – 8 = 1

Arco (3,4): w3 – w4 – C34 = –3 – (–7) – 1 = 3

Por lo anterior, el arco (3,4) entra a la solución básica.
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Figura 7.59 Red para la iteración 0
Paso 2. Determinación del arco saliente: En la figura 7.59 se ve que el arco (3,4) forma 
 un bucle con los arcos básicos (5,3) y (5,4). De acuerdo con la definición del 
árbol de expansión, ya no se puede formar otro bucle. Como el flujo en el arco 
nuevo (3,4) debe aumentar, se ajusta el flujo en los arcos del bucle con una 
cantidad igual, para, mantener la factibilidad de la nueva solución. Para lograrlo 
 se 
identifica el flujo positivo (+) en el bucle, con la dirección del arco entrante (es 
decir, de 3 a 4). A continuación se asigna (+) o (-) a los arcos restantes del bucle, 
dependiendo de si el flujo en cada uno es en o contra la dirección del flujo del arco 
entrante. Estas convenciones de signo se muestran en la figura 7.59.
La determinación de la cantidad máxima de flujo en el arco entrante (3,4), se basas en dos condiciones:

1. El flujo nuevo en los arcos básicos actuales del bucle no puede ser negativo.

2. El flujo nuevo en el arco entrante no puede exceder su capacidad.

La aplicación de la condición 1 indica que el flujo en el arco (5,4) no puede disminuir en más de 300 unidades. La condición dos estipula que los flujos en los arcos (5,3) y (3,4) puede aumentar cuando mucho hasta la capacidad del arco mínimo [100, ∞] = 100 unidades. Entonces, el cambio máximo de flujo en el bucle es mínimo [100, 300] = 100 unidades. Los nuevos flujos en el bucle son entonces 100 unidades en el arco (3,4), 100 + 100 = 200 unidades en el arco (5,3) y 300 – 100 = 200 unidades en el arco (5,4).

Debido a que ninguno de los arcos básicos sale de la base a nivel cero, el nuevo arco (3,4) debe permanecer no básico en la cota superior. Sin embargo, para no manejar arcos no básicos que están en el valor de su capacidad (o cota superior) se implementara la sustitución.  

X34 = 100 – x43, 0 ≤ x43 ≤ 100

Esta sustitución se hace en las ecuaciones de flujos asociadas con los nodos 3 y 4 como sigue.

Se tiene que:


Ecuación actual del flujo en el nodo 3: x13 + x53 = x34 + 250 


Ecuación actual del flujo en el nodo 4: x24 + x34 + x54 = 300

Entonces, la sustitución x34 = 100 – x43 da como resultado:


Nueva ecuación del flujo en el nodo 3: x13 + x53 = 350 – x43

Nueva ecuación del flujo en el nodo 4: x24 – x43 + x54 = 200

En la figura 7.60 se ven los resultados de estos cambios. La dirección de flujo en el arco (3,4) queda invertida ahora a 4→3 con x34 = 0, que era lo que se quería. También la sustitución requiere cambiar el costo unitario del arco (4,3) a $-1. Indicaremos esta inversión de dirección en la red, etiquetando el arco con un asterisco.  
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Figura 7.60 Red para la iteración 1
Iteración 2 
La figura 7.61 resume los nuevos valores de zij – Cij 

Ahora se calculan zij – Cij para las variables no básicas, como sigue:


Arco (1,5): w1 – w5 – C15 = 0 – (–1) – 5 = – 4


Arco (2,1): w2 – w1 – C21 = 2 – 0 – 7 = – 5


Arco (2,4): w2 – w4 – C24 = 2 – (–7) – 8 = 1


Arco (4,3): w4 – w3 – C43 = –7 – (–3) – (–1) = –3
 Y muestra que el arco (2,4) entra a la solución básica. También define al bucle asociado con el nuevo arco entrante, y así asigna signos a sus arcos.
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Figura 7.61 Red para la iteración 1
El flujo en el arco (2,4) se puede aumentar en la cantidad mínima de 

1. El aumento máximo permisible en el arco entrante (2,4) = 200

2. La disminución máxima permisible en el arco (2.5) = 400 unidades

3. La disminución máxima permisible en el arco (5,4) = 200 unidades

Así, el flujo en el arco (2,4) se puede aumentar a 200 unidades, con lo cual (2,4) será básico y forzará a que el arco básico (5,4) sea no básico en su cota superior (= 400).
Al usar la sustitución la red cambia como se ve en la figura 7.62, con los arcos (1,3), (2,5), (2,4) y (5,3) formando la solución (árbol de expansión) básica. También, convénzase el lector de que la sustitución en las ecuaciones de flujo de los nodos (5,4) agregara 200 unidades de entrada en cada nodo.   
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Figura 7.62 Red para la iteración 2
Iteración 3. Los cálculos de las nuevas wi y  zij – Cij de la figura 7.63 muestra que la solución es óptima. Con un costo de $3150

Los valores de las variables originales se obtienen por sustitución en reversa, como se ve en la figura 7.63
Ahora se calculan zij – Cij para las variables no básicas, como sigue:


Arco (1,5): w1 – w5 – C15 = 0 – (–1) – 5 = – 4


Arco (2,1): w2 – w1 – C21 = 2 – 0 – 7 = – 5


Arco (4,5): w4 – w5 – C45 = –6 – (–1) –6 = -11


Arco (4,3): w4 – w3 – C43 = –6 – (–3) – (–1) = –2
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Figura 7.63 Red para la iteración 2

7.6.4 Solución del modelo de flujo capacitado a costo mínimo con hoja de calculo Excel
Como en los casos de los modelos de ruta más corta y de flujo máximo, la hoja de cálculo Excel que se desarrollo para el modelo general de transporte (sección 6.7.3) se aplica con facilidad al modelo de flujo en red capacitada. La figura 7.64 muestra la aplicación al ejemplo 7.10. La hoja de cálculo esta diseñada para redes con 10 nodos como máximo. En la matriz de capacidades celdas (N6:W15), una celda en blanco representa un arco con capacidad infinita. Un arco inexistente se representa con un elemento de capacidad cero. Como ilustración, en el ejemplo 6.5.4, el arco de capacidad infinita 1→2 se representa con un elemento en blanco en la celda O6, y el arco inexistente 3→4 se muestra con un elemento cero en la celda Q8. LA matriz de costos unitarios esta en las celdas B6:K15. En forma arbitraria se asignaron costos unitarios ceros a todos los arcos inexistentes.

Una vez que se crearon las matrices de costos unitarios y de capacidades, el resto de la hoja de calculo (las secciones de cálculos intermedios y solución óptima) se crea en forma automática, delineando las celdas necesarias para actualizar los parámetros de Solver  para Cambiando las celdas y Restricciones. YA está definida la Celda Objetivo para cualquier red (con 10 nodos o menos). En forma especifica, para el ejemplo 6.5.4 se tiene:


Cambiando la celdas: B20:B39


Sujetas a las siguientes restricciones: B20:B39< = C20:C39 (capacidad de arco)





              F19:F23= G19:G23 (Ecuaciones del 








              flujo en nodo)


La figura muestra la siguiente solución N1 → N2 = 5, N1 → N4 = 35, N2 → N3 = 25, N2 → N5 = 30, N3 → N5 = 25 y N4 → N5 = 5. El costo total correspondiente es $490

[image: image172.emf]Nº de nodos 6 <<máximo 10

N1 N2 N3 N4 N5 N6 Oferta

N1 0 3 4 1 0 0 100

N2 0 0 5 0 6 0 200

N3 0 0 0 1 2 0 50

N4 0 0 0 0 0 2 0

N5 0 0 0 0 0 4 0

N6 0 0 0 0 0 0 0

Demanda 0 0 0 150 80 120

Solución óptima: Cálculos intermedios:

Costo 

Total =

Nombre Nodo Flujo DemandaDesde Hasta

Costo 

unitario

Desde-Hasta Flujo Capacidad N1 1 70 100 1 2 3

N1 - N2 0 999999 N2 2 80 200 1 3 4

N1 - N3 20 999999 N3 3 50 50 1 4 1

N1 - N4 50 50 N4 4 -120 -150 1 5 0

N1 - N5 0 0 N5 5 -80 -80 1 6 0

N1 - N6 0 0 N6 6 0 -120 2 1 0

N2 - N1 0 0 2 3 5

N2 - N3 0 999999 2 4 0

N2 - N4 0 0 2 5 6

N2 - N5 80 999999 2 6 0

N2 - N6 0 0 3 1 0

N3 - N1 0 0 3 2 0

N3 - N2 0 0 3 4 1

N3 - N4 70 70 3 5 2

N3 - N5 0 999999 3 6 0

N3 - N6 0 0 4 1 0

N4 - N1 0 0 4 2 0

N4 - N2 0 0 4 3 0

N4 - N3 0 0 4 5 0

N4 - N5 0 0 4 6 2

N4 - N6 0 100 5 1 0

N5 - N1 0 0 5 2 0

N5 - N2 0 0 5 3 0

N5 - N3 0 0 5 4 0

N5 - N4 0 0 5 6 4

N5 - N6 0 999999 6 1 0

N6 - N1 0 999999 6 2 0

N6 - N2 0 999999 6 3 0

N6 - N3 0 999999 6 4 0

N6 - N4 0 999999 6 5 0

N6 - N5 0 999999

680

Datos de entrada:

General Capacitated Network Model with Solver

Matriz de costo unitario



 EMBED Excel.Sheet.8  [image: image173.emf]N1 N2 N3 N4 N5 N6



N1 0 50 0 0

N2 0 0 0 0

N3 0 0 0 70 0

N4 0 0 0 0 0 100

N5 0 0 0 0 0

N6



 matriz de capacidad  (la celda en blanco = infinito)


Figura 7.64 Solución del ejemplo de aplicación 7.10 con SOLVER
7.7 Problemas propuestos
1. Considere la siguiente red dirigida.
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a) Encuentre una trayectoria dirigida del nodo A al nodo F y después identifique otras tres trayectorias no dirigidas del nodo A al nodo F.

b) Encuentre tres ciclos dirigidos. Después identifique un ciclo no dirigido que incluya todos los nodos.

c) Identifique un conjunto de arcos que formen un árbol de expansión mínima.

2. Utilice el algoritmo de Dijkstra para encontrar la ruta más corta a través de la red en donde los números representan las distancias reales entre los nodos correspondientes. 
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3. Utilice el algoritmo de Floyd para encontrar la ruta más corta a través de la red en donde los números representan las distancias reales entre los nodos correspondientes. 
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4. Actualmente, todas las calles del barrio que aparece en la figura son de tierra. Se está desarrollando un proyecto de pavimentación para enviar a la Municipalidad. Se desea que al menos sea posible trasladarse entre los seis puntos más importantes del sector por calles pavimentadas. ¿Cuáles calles recomendaría usted pavimentar de modo de minimizar el costo del proyecto?

5. Suponga que las distancias entre cuatro ciudades vecinas son las que se presentan en el esquema.


Suponga que hay interés de pavimentar y conectar estas ciudades a un costo mínimo. Indique cuáles serían las rutas a pavimentar desde un punto de vista gubernamental o del estado y desde un punto de vista de los usuarios.

6. Debido a la construcción de un nuevo sistema de vías subterráneas en una ciudad, se han planeado dos redes de rutas alternas para el desvío del tránsito. Los diferentes límites de velocidad y las vías de tránsito producen diversas capacidades de flujo en los distintos arcos de las redes propuestas. ¿Cuál de las dos redes es la más adecuada? Fundamente su respuesta.
Alternativa Nº1.

Alternativa Nº2.

7. La empresa SEMAPA, cuenta con una red de cañerías muy heterogéneas en cuanto a años de servicio, y quiere llevar agua de la Planta potabilizadora en A hasta el barrio G, abasteciendo en el camino todos los demás barrios (B, C, D, E, F). Pretende que el caudal medido en decenas de litros por segundo sea máximo, pero debido a la edad avanzada de algunos tramos debió confeccionar un croquis de la ciudad en el cual consta el flujo máximo que soporta cada tramo.
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Se pide:

a) Asumiendo que la oferta esta solamente limitada por la capacidad actual de la Red de Distribución, identifique el flujo máximo a asignar en total y en cada tramo, usando el algoritmo de flujo máximo, de modo tal que la solución sea óptima.

b) Verifique el resultado obtenido por medio del teorema de FLUJO MÁXIMO — Cortadura mínima.
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Answer Report 1

		Microsoft Excel 9.0 Answer Report

		Worksheet: [genTrans.xls]Sheet1

		Report Created: 9/7/01 5:52:04 PM

		Target Cell (Min)

				Cell		Name		Original Value		Final Value

				$F$20		S2 Flow		180.0000000004		179.9999999992

		Adjustable Cells

				Cell		Name		Original Value		Final Value

				$B$20		S1 - D1 Flow		0		19.9999999994

				$B$21		S1 - D2 Flow		0		0

				$B$22		S1 - D3 Flow		0		29.9999999989

				$B$23		S1 - D4 Flow		50		0

				$B$24		S2 - D1 Flow		0		0

				$B$25		S2 - D2 Flow		19.9999999998		0

				$B$26		S2 - D3 Flow		0		149.9999999994

				$B$27		S2 - D4 Flow		160.0000000006		29.9999999998

				$B$28		S3 - D1 Flow		100.0000000001		79.9999999999

				$B$29		S3 - D2 Flow		180.0000000006		200

				$B$30		S3 - D3 Flow		0		0

				$B$31		S3 - D4 Flow		0		0

				$B$32		S4 - D1 Flow		0		0

				$B$33		S4 - D2 Flow		0		0

				$B$34		S4 - D3 Flow		180.0000000068		0

				$B$35		S4 - D4 Flow		89.9999999932		270

		Constraints

				Cell		Name		Cell Value		Formula		Status		Slack

				$F$19		S1 Flow		49.9999999984		$F$19=$G$19		Not Binding		0

				$F$20		S2 Flow		179.9999999992		$F$20=$G$20		Not Binding		0

				$F$21		S3 Flow		279.9999999999		$F$21=$G$21		Not Binding		0

				$F$22		S4 Flow		270		$F$22=$G$22		Not Binding		0

				$F$23		D1 Flow		-99.9999999993		$F$23=$G$23		Not Binding		0

				$F$24		D2 Flow		-200		$F$24=$G$24		Not Binding		0

				$F$25		D3 Flow		-179.9999999983		$F$25=$G$25		Not Binding		0

				$F$26		D4 Flow		-299.9999999998		$F$26=$G$26		Not Binding		0





Sheet1

		General Capacitated Network Model with Solver

		Datos de entrada:

		Nº de nodos		6		<<máximo 10				0

				Matriz de costo unitario

				N1		N2		N3		N4		N5		N6										Oferta				N1		N2		N3		N4		N5		N6		0		0		0		0

		N1		0		3		4		1		0		0										100		N1		0						50		0		0

		N2		0		0		5		0		6		0										200		N2		0		0				0				0

		N3		0		0		0		1		2		0										50		N3		0		0		0		70				0

		N4		0		0		0		0		0		2										0		N4		0		0		0		0		0		100

		N5		0		0		0		0		0		4										0		N5		0		0		0		0		0

		N6		0		0		0		0		0		0										0		N6

																										0

																										0

																										0

																										0

		Demanda		0		0		0		150		80		120

		Solución óptima:						Cálculos intermedios:

		Costo Total =		679.9999999924				Nombre		Nodo		Flujo		Demanda		Desde		Hasta		Costo unitario

		Desde-Hasta		Flujo		Capacidad		N1		1		69.9999999981		100		1		2		3

		N1 - N2		0		999999		N2		2		80		200		1		3		4

		N1 - N3		19.9999999981		999999		N3		3		50.0000000019		50		1		4		1

		N1 - N4		50		50		N4		4		-120		-150		1		5		0

		N1 - N5		0		0		N5		5		-80		-80		1		6		0

		N1 - N6		0		0		N6		6		0		-120		2		1		0

		N2 - N1		0		0		0		0		0		0		2		3		5

		N2 - N3		0		999999		0		0		0		0		2		4		0

		N2 - N4		0		0		0		0		0		0		2		5		6

		N2 - N5		80		999999		0		0		0		0		2		6		0

		N2 - N6		0		0		0		0		0		0		3		1		0

		N3 - N1		0		0		0		0		0		0		3		2		0

		N3 - N2		0		0		0		0		0		0		3		4		1

		N3 - N4		70		70		0		0		0		0		3		5		2

		N3 - N5		0		999999		0		0		0		0		3		6		0								0						0

		N3 - N6		0		0		0		0		0		0		4		1		0

		N4 - N1		0		0		0		0		0		0		4		2		0

		N4 - N2		0		0		0		0		0		0		4		3		0

		N4 - N3		0		0		0		0		0		0		4		5		0

		N4 - N5		0		0		0		0		0		0		4		6		2

		N4 - N6		0		100		0		0		0		0		5		1		0

		N5 - N1		0		0		0		0		0		0		5		2		0

		N5 - N2		0		0		0		0		0		0		5		3		0

		N5 - N3		0		0		0		0		0		0		5		4		0

		N5 - N4		0		0		0		0		0		0		5		6		4

		N5 - N6		0		999999		0		0		0		0		6		1		0

		N6 - N1		0		999999		0		0		0		0		6		2		0

		N6 - N2		0		999999		0		0		0		0		6		3		0

		N6 - N3		0		999999		0		0		0		0		6		4		0

		N6 - N4		0		999999		0		0		0		0		6		5		0

		N6 - N5		0		999999		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0
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Answer Report 1

		Microsoft Excel 9.0 Answer Report

		Worksheet: [genTrans.xls]Sheet1

		Report Created: 9/7/01 5:52:04 PM

		Target Cell (Min)

				Cell		Name		Original Value		Final Value

				$F$20		S2 Flow		180.0000000004		179.9999999992

		Adjustable Cells

				Cell		Name		Original Value		Final Value

				$B$20		S1 - D1 Flow		0		19.9999999994

				$B$21		S1 - D2 Flow		0		0

				$B$22		S1 - D3 Flow		0		29.9999999989

				$B$23		S1 - D4 Flow		50		0

				$B$24		S2 - D1 Flow		0		0

				$B$25		S2 - D2 Flow		19.9999999998		0

				$B$26		S2 - D3 Flow		0		149.9999999994

				$B$27		S2 - D4 Flow		160.0000000006		29.9999999998

				$B$28		S3 - D1 Flow		100.0000000001		79.9999999999

				$B$29		S3 - D2 Flow		180.0000000006		200

				$B$30		S3 - D3 Flow		0		0

				$B$31		S3 - D4 Flow		0		0

				$B$32		S4 - D1 Flow		0		0

				$B$33		S4 - D2 Flow		0		0

				$B$34		S4 - D3 Flow		180.0000000068		0

				$B$35		S4 - D4 Flow		89.9999999932		270

		Constraints

				Cell		Name		Cell Value		Formula		Status		Slack

				$F$19		S1 Flow		49.9999999984		$F$19=$G$19		Not Binding		0

				$F$20		S2 Flow		179.9999999992		$F$20=$G$20		Not Binding		0

				$F$21		S3 Flow		279.9999999999		$F$21=$G$21		Not Binding		0

				$F$22		S4 Flow		270		$F$22=$G$22		Not Binding		0

				$F$23		D1 Flow		-99.9999999993		$F$23=$G$23		Not Binding		0

				$F$24		D2 Flow		-200		$F$24=$G$24		Not Binding		0

				$F$25		D3 Flow		-179.9999999983		$F$25=$G$25		Not Binding		0

				$F$26		D4 Flow		-299.9999999998		$F$26=$G$26		Not Binding		0





Sheet1

		General Capacitated Network Model with Solver

		Datos de entrada:

		Nº de nodos		6		<<máximo 10				0

				Matriz de costo unitario

				N1		N2		N3		N4		N5		N6										Oferta				N1		N2		N3		N4		N5		N6		0		0		0		0

		N1		0		3		4		1		0		0										100		N1		0						50		0		0

		N2		0		0		5		0		6		0										200		N2		0		0				0				0

		N3		0		0		0		1		2		0										50		N3		0		0		0		70				0

		N4		0		0		0		0		0		2										0		N4		0		0		0		0		0		100

		N5		0		0		0		0		0		4										0		N5		0		0		0		0		0

		N6		0		0		0		0		0		0										0		N6

																										0

																										0

																										0

																										0

		Demanda		0		0		0		150		80		120

		Solución óptima:						Cálculos intermedios:

		Costo Total =		679.9999999924				Nombre		Nodo		Flujo		Demanda		Desde		Hasta		Costo unitario

		Desde-Hasta		Flujo		Capacidad		N1		1		69.9999999981		100		1		2		3

		N1 - N2		0		999999		N2		2		80		200		1		3		4

		N1 - N3		19.9999999981		999999		N3		3		50.0000000019		50		1		4		1

		N1 - N4		50		50		N4		4		-120		-150		1		5		0

		N1 - N5		0		0		N5		5		-80		-80		1		6		0

		N1 - N6		0		0		N6		6		0		-120		2		1		0

		N2 - N1		0		0		0		0		0		0		2		3		5

		N2 - N3		0		999999		0		0		0		0		2		4		0

		N2 - N4		0		0		0		0		0		0		2		5		6

		N2 - N5		80		999999		0		0		0		0		2		6		0

		N2 - N6		0		0		0		0		0		0		3		1		0

		N3 - N1		0		0		0		0		0		0		3		2		0

		N3 - N2		0		0		0		0		0		0		3		4		1

		N3 - N4		70		70		0		0		0		0		3		5		2

		N3 - N5		0		999999		0		0		0		0		3		6		0								0						0

		N3 - N6		0		0		0		0		0		0		4		1		0

		N4 - N1		0		0		0		0		0		0		4		2		0

		N4 - N2		0		0		0		0		0		0		4		3		0

		N4 - N3		0		0		0		0		0		0		4		5		0

		N4 - N5		0		0		0		0		0		0		4		6		2

		N4 - N6		0		100		0		0		0		0		5		1		0

		N5 - N1		0		0		0		0		0		0		5		2		0

		N5 - N2		0		0		0		0		0		0		5		3		0

		N5 - N3		0		0		0		0		0		0		5		4		0

		N5 - N4		0		0		0		0		0		0		5		6		4

		N5 - N6		0		999999		0		0		0		0		6		1		0

		N6 - N1		0		999999		0		0		0		0		6		2		0

		N6 - N2		0		999999		0		0		0		0		6		3		0

		N6 - N3		0		999999		0		0		0		0		6		4		0

		N6 - N4		0		999999		0		0		0		0		6		5		0

		N6 - N5		0		999999		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0
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		Celda objetivo (Máximo)

				Celda		Nombre		Valor original		Valor final

				$B$18		Total cost = N1		0		5

		Celdas cambiantes

				Celda		Nombre		Valor original		Valor final

				$B$20		N1 - N2 Flow		0		3

				$B$21		N1 - N3 Flow		0		0

				$B$22		N1 - N4 Flow		0		2

				$B$23		N1 - N5 Flow		0		0

				$B$24		N1 - N6 Flow		0		0

				$B$25		N1 - N7 Flow		0		0

				$B$26		N2 - N1 Flow		0		0

				$B$27		N2 - N3 Flow		0		0

				$B$28		N2 - N4 Flow		0		0

				$B$29		N2 - N5 Flow		0		3

				$B$30		N2 - N6 Flow		0		0

				$B$31		N2 - N7 Flow		0		0

				$B$32		N3 - N1 Flow		0		0

				$B$33		N3 - N2 Flow		0		0

				$B$34		N3 - N4 Flow		0		0

				$B$35		N3 - N5 Flow		0		0

				$B$36		N3 - N6 Flow		0		0

				$B$37		N3 - N7 Flow		0		0

				$B$38		N4 - N1 Flow		0		0

				$B$39		N4 - N2 Flow		0		0

				$B$40		N4 - N3 Flow		0		0

				$B$41		N4 - N5 Flow		0		0

				$B$42		N4 - N6 Flow		0		2

				$B$43		N4 - N7 Flow		0		0

				$B$44		N5 - N1 Flow		0		0

				$B$45		N5 - N2 Flow		0		0

				$B$46		N5 - N3 Flow		0		0

				$B$47		N5 - N4 Flow		0		0

				$B$48		N5 - N6 Flow		0		0

				$B$49		N5 - N7 Flow		0		3

				$B$50		N6 - N1 Flow		0		0

				$B$51		N6 - N2 Flow		0		0

				$B$52		N6 - N3 Flow		0		0

				$B$53		N6 - N4 Flow		0		0

				$B$54		N6 - N5 Flow		0		0

				$B$55		N6 - N7 Flow		0		2

				$B$56		N7 - N1 Flow		0		0

				$B$57		N7 - N2 Flow		0		0

				$B$58		N7 - N3 Flow		0		0

				$B$59		N7 - N4 Flow		0		0

				$B$60		N7 - N5 Flow		0		0

				$B$61		N7 - N6 Flow		0		0

		Restricciones

				Celda		Nombre		Valor de la celda		fórmula		Estado		Divergencia

				$F$20		N2 Flow		0		$F$20=$G$20		Opcional		0

				$F$21		N3 Flow		0		$F$21=$G$21		Opcional		0

				$F$22		N4 Flow		0		$F$22=$G$22		Opcional		0

				$F$23		N5 Flow		0		$F$23=$G$23		Opcional		0

				$F$24		N6 Flow		0		$F$24=$G$24		Opcional		0

				$B$20		N1 - N2 Flow		3		$B$20<=$C$20		Obligatorio		0

				$B$21		N1 - N3 Flow		0		$B$21<=$C$21		Obligatorio		0

				$B$22		N1 - N4 Flow		2		$B$22<=$C$22		Opcional		3

				$B$23		N1 - N5 Flow		0		$B$23<=$C$23		Obligatorio		0

				$B$24		N1 - N6 Flow		0		$B$24<=$C$24		Obligatorio		0

				$B$25		N1 - N7 Flow		0		$B$25<=$C$25		Obligatorio		0

				$B$26		N2 - N1 Flow		0		$B$26<=$C$26		Obligatorio		0

				$B$27		N2 - N3 Flow		0		$B$27<=$C$27		Opcional		6

				$B$28		N2 - N4 Flow		0		$B$28<=$C$28		Obligatorio		0

				$B$29		N2 - N5 Flow		3		$B$29<=$C$29		Opcional		3

				$B$30		N2 - N6 Flow		0		$B$30<=$C$30		Obligatorio		0

				$B$31		N2 - N7 Flow		0		$B$31<=$C$31		Obligatorio		0

				$B$32		N3 - N1 Flow		0		$B$32<=$C$32		Obligatorio		0

				$B$33		N3 - N2 Flow		0		$B$33<=$C$33		Obligatorio		0

				$B$34		N3 - N4 Flow		0		$B$34<=$C$34		Opcional		4

				$B$35		N3 - N5 Flow		0		$B$35<=$C$35		Opcional		4

				$B$36		N3 - N6 Flow		0		$B$36<=$C$36		Opcional		6

				$B$37		N3 - N7 Flow		0		$B$37<=$C$37		Obligatorio		0

				$B$38		N4 - N1 Flow		0		$B$38<=$C$38		Obligatorio		0

				$B$39		N4 - N2 Flow		0		$B$39<=$C$39		Obligatorio		0

				$B$40		N4 - N3 Flow		0		$B$40<=$C$40		Obligatorio		0

				$B$41		N4 - N5 Flow		0		$B$41<=$C$41		Obligatorio		0

				$B$42		N4 - N6 Flow		2		$B$42<=$C$42		Obligatorio		0

				$B$43		N4 - N7 Flow		0		$B$43<=$C$43		Obligatorio		0

				$B$44		N5 - N1 Flow		0		$B$44<=$C$44		Obligatorio		0

				$B$45		N5 - N2 Flow		0		$B$45<=$C$45		Obligatorio		0

				$B$46		N5 - N3 Flow		0		$B$46<=$C$46		Obligatorio		0

				$B$47		N5 - N4 Flow		0		$B$47<=$C$47		Obligatorio		0

				$B$48		N5 - N6 Flow		0		$B$48<=$C$48		Opcional		3

				$B$49		N5 - N7 Flow		3		$B$49<=$C$49		Opcional		2

				$B$50		N6 - N1 Flow		0		$B$50<=$C$50		Obligatorio		0

				$B$51		N6 - N2 Flow		0		$B$51<=$C$51		Obligatorio		0

				$B$52		N6 - N3 Flow		0		$B$52<=$C$52		Obligatorio		0

				$B$53		N6 - N4 Flow		0		$B$53<=$C$53		Obligatorio		0

				$B$54		N6 - N5 Flow		0		$B$54<=$C$54		Obligatorio		0

				$B$55		N6 - N7 Flow		2		$B$55<=$C$55		Obligatorio		0

				$B$56		N7 - N1 Flow		0		$B$56<=$C$56		Obligatorio		0

				$B$57		N7 - N2 Flow		0		$B$57<=$C$57		Obligatorio		0

				$B$58		N7 - N3 Flow		0		$B$58<=$C$58		Obligatorio		0

				$B$59		N7 - N4 Flow		0		$B$59<=$C$59		Obligatorio		0

				$B$60		N7 - N5 Flow		0		$B$60<=$C$60		Obligatorio		0

				$B$61		N7 - N6 Flow		0		$B$61<=$C$61		Obligatorio		0
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		Celdas cambiantes

								Valor		Gradiente		Coeficiente		Aumento		Aumento

				Celda		Nombre		Igual		reducido		objetivo		permisible		permisible

				$B$20		N1 - N2 Flow		3		1		1		1E+30		1

				$B$21		N1 - N3 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$22		N1 - N4 Flow		2		0		1		1		1

				$B$23		N1 - N5 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$24		N1 - N6 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$25		N1 - N7 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$26		N2 - N1 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$27		N2 - N3 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$28		N2 - N4 Flow		0		-1		0		1		1E+30

				$B$29		N2 - N5 Flow		3		0		0		0		0

				$B$30		N2 - N6 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$31		N2 - N7 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$32		N3 - N1 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$33		N3 - N2 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$34		N3 - N4 Flow		0		-1		0		1		1E+30

				$B$35		N3 - N5 Flow		0		0		0		0		0

				$B$36		N3 - N6 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$37		N3 - N7 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$38		N4 - N1 Flow		0		1		0		1		1E+30

				$B$39		N4 - N2 Flow		0		1		0		1		1E+30

				$B$40		N4 - N3 Flow		0		1		0		1		1E+30

				$B$41		N4 - N5 Flow		0		1		0		1		1E+30

				$B$42		N4 - N6 Flow		2		1		0		1E+30		1

				$B$43		N4 - N7 Flow		0		1		0		1		1E+30

				$B$44		N5 - N1 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$45		N5 - N2 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$46		N5 - N3 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$47		N5 - N4 Flow		0		-1		0		1		1E+30

				$B$48		N5 - N6 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$49		N5 - N7 Flow		3		0		0		0		0

				$B$50		N6 - N1 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$51		N6 - N2 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$52		N6 - N3 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$53		N6 - N4 Flow		0		-1		0		1		1E+30

				$B$54		N6 - N5 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$55		N6 - N7 Flow		2		0		0		0		0

				$B$56		N7 - N1 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$57		N7 - N2 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$58		N7 - N3 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$59		N7 - N4 Flow		0		-1		0		1		1E+30

				$B$60		N7 - N5 Flow		0		0		0		0		1E+30

				$B$61		N7 - N6 Flow		0		0		0		0		1E+30

		Restricciones

								Valor		Sombra		Restricción		Aumento		Aumento

				Celda		Nombre		Igual		precio		lado derecho		permisible		permisible

				$F$20		N2 Flow		0		0		0		2		3

				$F$21		N3 Flow		0		0		0		2		0

				$F$22		N4 Flow		0		-1		0		2		3

				$F$23		N5 Flow		0		0		0		2		3

				$F$24		N6 Flow		0		0		0		0		2
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						Celda objetivo

				Celda		Nombre		Igual

				$B$18		Total cost = N1		5

						Celdas cambiantes						Límite		Celda				Límite		Celda

				Celda		Nombre		Igual				inferior		objetivo				superior		objetivo

				$B$20		N1 - N2 Flow		3				3		5				3		5

				$B$21		N1 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$22		N1 - N4 Flow		2				2		5				2		5

				$B$23		N1 - N5 Flow		0				0		5				0		5

				$B$24		N1 - N6 Flow		0				0		5				0		5

				$B$25		N1 - N7 Flow		0				0		5				0		5

				$B$26		N2 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$27		N2 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$28		N2 - N4 Flow		0				0		5				0		5

				$B$29		N2 - N5 Flow		3				3		5				3		5

				$B$30		N2 - N6 Flow		0				0		5				0		5

				$B$31		N2 - N7 Flow		0				0		5				0		5

				$B$32		N3 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$33		N3 - N2 Flow		0				0		5				0		5

				$B$34		N3 - N4 Flow		0				0		5				0		5

				$B$35		N3 - N5 Flow		0				0		5				0		5

				$B$36		N3 - N6 Flow		0				0		5				0		5

				$B$37		N3 - N7 Flow		0				0		5				0		5

				$B$38		N4 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$39		N4 - N2 Flow		0				0		5				0		5

				$B$40		N4 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$41		N4 - N5 Flow		0				0		5				0		5

				$B$42		N4 - N6 Flow		2				2		5				2		5

				$B$43		N4 - N7 Flow		0				0		5				0		5

				$B$44		N5 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$45		N5 - N2 Flow		0				0		5				0		5

				$B$46		N5 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$47		N5 - N4 Flow		0				0		5				0		5

				$B$48		N5 - N6 Flow		0				0		5				0		5

				$B$49		N5 - N7 Flow		3				3		5				3		5

				$B$50		N6 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$51		N6 - N2 Flow		0				0		5				0		5

				$B$52		N6 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$53		N6 - N4 Flow		0				0		5				0		5

				$B$54		N6 - N5 Flow		0				0		5				0		5

				$B$55		N6 - N7 Flow		2				2		5				2		5

				$B$56		N7 - N1 Flow		0				0		5				0		5

				$B$57		N7 - N2 Flow		0				0		5				0		5

				$B$58		N7 - N3 Flow		0				0		5				0		5

				$B$59		N7 - N4 Flow		0				0		5				0		5

				$B$60		N7 - N5 Flow		0				0		5				0		5

				$B$61		N7 - N6 Flow		0				0		5				0		5





Sheet1

		Modelo De Flujo Máximo Con SOLVER

		Datos de Entrada:

		Nº De Nodos		7		<<maximo 10

																										Unit Flow Matrix

				N1		N2		N3		N4		N5		N6		N7

		N1		0		3		0		5		0		0		0										0		1		0		1		0		0		0		0		0		0

		N2		0		0		6		0		6		0		0										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		N3		0		0		0		4		4		6		0										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		N4		0		0		0		0		0		2		0										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		N5		0		0		0		0		0		3		5										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		N6		0		0		0		0		0		0		2										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		N7		0		0		0		0		0		0		0										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

																										0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		Solución óptima:						Intermediate calculations:

		Costo Total =		5				Nombre		Nodo		Flujo		Demanda		Desde		Hasta		Flujo Unitario

		Desde - Hasta		Flujo		Capacidad		N1		1		5		0		1		2		1

		N1 - N2		3		3		N2		2		0		0		1		3		0

		N1 - N3		0		0		N3		3		0		0		1		4		1

		N1 - N4		2		5		N4		4		0		0		1		5		0

		N1 - N5		0		0		N5		5		0		0		1		6		0

		N1 - N6		0		0		N6		6		0		0		1		7		0

		N1 - N7		0		0		N7		7		-5		0		2		1		0

		N2 - N1		0		0		0		0		0		0		2		3		0

		N2 - N3		0		6		0		0		0		0		2		4		0

		N2 - N4		0		0		0		0		0		0		2		5		0

		N2 - N5		3		6		0		0		0		0		2		6		0

		N2 - N6		0		0		0		0		0		0		2		7		0

		N2 - N7		0		0		0		0		0		0		3		1		0

		N3 - N1		0		0		0		0		0		0		3		2		0

		N3 - N2		0		0		0		0		0		0		3		4		0						0						0

		N3 - N4		0		4		0		0		0		0		3		5		0

		N3 - N5		0		4		0		0		0		0		3		6		0

		N3 - N6		0		6		0		0		0		0		3		7		0

		N3 - N7		0		0		0		0		0		0		4		1		0

		N4 - N1		0		0		0		0		0		0		4		2		0

		N4 - N2		0		0		0		0		0		0		4		3		0

		N4 - N3		0		0		0		0		0		0		4		5		0

		N4 - N5		0		0		0		0		0		0		4		6		0

		N4 - N6		2		2		0		0		0		0		4		7		0

		N4 - N7		0		0		0		0		0		0		5		1		0

		N5 - N1		0		0		0		0		0		0		5		2		0

		N5 - N2		0		0		0		0		0		0		5		3		0

		N5 - N3		0		0		0		0		0		0		5		4		0

		N5 - N4		0		0		0		0		0		0		5		6		0

		N5 - N6		0		3		0		0		0		0		5		7		0

		N5 - N7		3		5		0		0		0		0		6		1		0

		N6 - N1		0		0		0		0		0		0		6		2		0

		N6 - N2		0		0		0		0		0		0		6		3		0

		N6 - N3		0		0		0		0		0		0		6		4		0

		N6 - N4		0		0		0		0		0		0		6		5		0

		N6 - N5		0		0		0		0		0		0		6		7		0

		N6 - N7		2		2		0		0		0		0		7		1		0

		N7 - N1		0		0		0		0		0		0		7		2		0

		N7 - N2		0		0		0		0		0		0		7		3		0

		N7 - N3		0		0		0		0		0		0		7		4		0

		N7 - N4		0		0		0		0		0		0		7		5		0

		N7 - N5		0		0		0		0		0		0		7		6		0

		N7 - N6		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0
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		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0
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Sheet1

		Modelo de la ruta mas corta con SOLVER

		Datos de Entrada

		Nº de Nodos		7		<<Maximo 10				0

				Unit Cost Matrix(Costo unitario de la matriz)

				N1		N2		N3		N4		N5		N6		N7								Oferta

		N1		9999		2		9999		7		9999		9999		9999								1

		N2		2		9999		4		9999		1		9999		9999								0

		N3		9999		4		9999		3		5		6		9999								0

		N4		7		9999		3		9999		9999		2		9999								0

		N5		9999		1		5		9999		9999		8		5								0

		N6		9999		9999		6		2		8		9999		4								0

		N7		9999		9999		9999		9999		5		4		9999								0

		Demanda		0		0		0		0		0		0		1

		Solución óptima:						Cálculos intermedios:

		Costo Total =		8				Nombre		Nodo		Flujo		Demanda		Desde		Hasta		Costo uni

		Desde - hasta		Flujo		Capacidad		N1		1		1		1		1		2		2

		N1 - N2		1		999999		N2		2		0		0		1		3		9999

		N1 - N3		0		999999		N3		3		0		0		1		4		7

		N1 - N4		0		999999		N4		4		0		0		1		5		9999

		N1 - N5		0		999999		N5		5		0		0		1		6		9999

		N1 - N6		0		999999		N6		6		0		0		1		7		9999

		N1 - N7		0		999999		N7		7		-1		-1		2		1		2

		N2 - N1		0		999999		0		0		0		0		2		3		4

		N2 - N3		0		999999		0		0		0		0		2		4		9999

		N2 - N4		0		999999		0		0		0		0		2		5		1

		N2 - N5		1		999999		0		0		0		0		2		6		9999

		N2 - N6		0		999999		0		0		0		0		2		7		9999

		N2 - N7		0		999999		0		0		0		0		3		1		9999

		N3 - N1		0		999999		0		0		0		0		3		2		4

		N3 - N2		0		999999		0		0		0		0		3		4		3														0

		N3 - N4		0		999999		0		0		0		0		3		5		5

		N3 - N5		0		999999		0		0		0		0		3		6		6

		N3 - N6		0		999999		0		0		0		0		3		7		9999

		N3 - N7		0		999999		0		0		0		0		4		1		7

		N4 - N1		0		999999		0		0		0		0		4		2		9999

		N4 - N2		0		999999		0		0		0		0		4		3		3

		N4 - N3		0		999999		0		0		0		0		4		5		9999

		N4 - N5		0		999999		0		0		0		0		4		6		2

		N4 - N6		0		999999		0		0		0		0		4		7		9999

		N4 - N7		0		999999		0		0		0		0		5		1		9999

		N5 - N1		0		999999		0		0		0		0		5		2		1

		N5 - N2		0		999999		0		0		0		0		5		3		5

		N5 - N3		0		999999		0		0		0		0		5		4		9999

		N5 - N4		0		999999		0		0		0		0		5		6		8

		N5 - N6		0		999999		0		0		0		0		5		7		5

		N5 - N7		1		999999		0		0		0		0		6		1		9999

		N6 - N1		0		999999		0		0		0		0		6		2		9999

		N6 - N2		0		999999		0		0		0		0		6		3		6

		N6 - N3		0		999999		0		0		0		0		6		4		2

		N6 - N4		0		999999		0		0		0		0		6		5		8

		N6 - N5		0		999999		0		0		0		0		6		7		4

		N6 - N7		0		999999		0		0		0		0		7		1		9999

		N7 - N1		0		999999		0		0		0		0		7		2		9999

		N7 - N2		0		999999		0		0		0		0		7		3		9999

		N7 - N3		0		999999		0		0		0		0		7		4		9999

		N7 - N4		0		999999		0		0		0		0		7		5		5

		N7 - N5		0		999999		0		0		0		0		7		6		4

		N7 - N6		0		999999		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0

		0				0		0		0		0		0		0		0		0
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