Capítulo 10                                                                     Texto Guía – Sistemas de  Ingeniería

CAPÍTULO 10 
SISTEMAS DE COLAS
10.1   Introducción a sistemas de colas 
El sistema de colas es parte de la vida diaria, esto se ve siempre al esperar un servicio. Esperamos para entrar a un restaurante, “hacemos colas” en la caja de un supermercado y nos formamos para recibir el servicio en la oficina de correos. Y este fenómeno no se limita a los humanos, puede ser los trabajos que esperan ser procesados en una máquina, los cronogramas de vuelos, la espera de los automóviles en luz roja, en la misma construcción el hecho de empezar algún ítem requiere la espera de la finalización de uno o varios ítems. Desafortunadamente no se puede eliminar la espera sin incurrir en gastos desmesurados. De hecho, todo lo que cabe esperar es reducir el impacto desfavorable a niveles tolerables. 

En este capítulo se aplica la teoría de colas. El problema es determinar que capacidad o tasa de servicio proporciona el balance correcto. Esto no es sencillo, ya que el cliente no llega  a un horario fijo, es decir, no se sabe con exactitud en que momento llegarán los clientes. También el tiempo de servicio no tiene un horario fijo.

10.2   Definición.    


Una Cola es una línea de espera y la teoría de colas es una colección de modelos matemáticos que describen sistemas de líneas de espera particulares o sistemas de colas. Los modelos sirven para encontrar el comportamiento de estado estable, como la longitud promedio de la línea y el tiempo de espera promedio para un sistema dado. Esta información, junto con los costos pertinentes, se usa, entonces, para determinar la capacidad de servicio apropiada. 

10.3   ¿Por qué estudiar sistemas de colas?
El estudio de las líneas de espera trata de cuantificar el fenómeno de esperar formando colas, mediante medidas representativas de eficiencia, como la longitud promedio de la cola, el tiempo promedio de espera en ella, y la utilización promedio de las instalaciones. El ejemplo que sigue demuestra como se usan medidas para diseñar una instalación de servicio.

Ejemplo de aplicación 10.1

Bartos es una empresa constructora, con 4 depósitos de escombros, para una obra de construcción civil que consta en demoler un edificio de gran envergadura y construir ahí mismo otro edificio. El gerente encarga que se haga un estudio para investigar las quejas que existen de las diferentes volquetas al querer botar los escombros después de la demolición debido a que cuando esta botando una volqueta en un depósito se acumula o hacen colas otras volquetas que también necesitan botar escombro. El estudio indica la siguiente relación entre la cantidad de depósitos de escombros y el tiempo de espera de las volquetas:
	Cantidad de depósitos
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Tiempo de espera promedio (min.)
	44.5
	40.2
	32.7
	27.7
	24.2
	20.6
	15.2


Al examinar esos datos se ve que hay un tiempo promedio de espera de 28 minutos para el caso actual de 4 depósitos. El gerente desea reducirlo a unos 21 minutos, resultado que solo se puede alcanzar con 6 o más depósitos.
10.4 Elementos de un modelo de cola  
Los actores principales en una línea de espera o cola son el  cliente y el servidor. Los clientes se generan en una fuente. Al llegar a la instalación pueden recibir servicio de inmediato, o esperar en una cola o línea de espera, si la instalación esta ocupada. Cuando en una instalación se termina un servicio, en forma automática se “atrae” a un cliente que espera, si lo hay, de la cola. Si la cola esta vacía, la instalación se vuelve inactiva hasta que llega un cliente nuevo.
Desde punto de vista del análisis de las colas, el proceso de llegada se representa con el tiempo entre llegadas, de los clientes sucesivos, y el servicio se describe con el tiempo de servicio por cada cliente. Por lo general, los tiempos entre llegadas y de servicio pueden ser probabilísticos, como en el funcionamiento de una oficina de correos, o determinístico, como en la llegada de solicitantes a la entrevistas de trabajo.

Fuente de entrada o población potencial: Es un conjunto de individuos (no necesariamente seres vivos) que pueden llegar a solicitar el servicio en cuestión. Podemos considerarla finita o infinita. Aunque el caso de infinitud no es realista, sí permite (por extraño que parezca) resolver de forma más sencilla muchas situaciones en las que, en realidad, la población es finita pero muy grande. Dicha suposición de infinitud no resulta restrictiva cuando, aún siendo finita la población potencial, su número de elementos es tan grande que el número de individuos que ya están solicitando el citado servicio prácticamente no afecta a la frecuencia con la que la población potencial genera nuevas peticiones de servicio. 

 
Cliente: Es todo individuo de la población potencial que solicita servicio. Suponiendo que los tiempos de llegada de clientes consecutivos son 0<t1<t2<..., será importante conocer el patrón de probabilidad según el cual la fuente de entrada genera clientes. Lo más habitual es tomar como referencia los tiempos entre las llegadas de dos clientes consecutivos: T{k} = tk - tk-1,  fijando su distribución de probabilidad. 
Normalmente, cuando la población potencial es infinita se supone que la distribución de probabilidad de los Tk (que será la llamada distribución de los tiempos entre llegadas) no depende del número de clientes que estén en espera de completar su servicio, mientras que en el caso de que la fuente de entrada sea finita, la distribución de los Tk variará según el número de clientes en proceso de ser atendidos.
 
Capacidad de la cola: Es el máximo número de clientes que pueden estar haciendo cola (antes de comenzar a ser servidos). De nuevo, puede suponerse finita o infinita. Lo más sencillo, a efectos de simplicidad en los cálculos, es suponerla infinita. Aunque es obvio que en la mayor parte de los casos reales la capacidad de la cola es finita, no es una gran restricción el suponerla infinita si es extremadamente improbable que no puedan entrar clientes a la cola por haberse llegado a ese número límite en la misma. 

 
Disciplina de la cola: que representa el orden en el que se seleccionan los clientes  de una cola, es un factor importante en el análisis de  los modelos de colas, o es el modo en el que los clientes son seleccionados para ser servidos. Las disciplinas más habituales son: 

 
La disciplina es la de primero en llegar, primero en servirse PLPS o FIFO (first in first out), también llamada FCFS (first come first served): según la cual se atiende primero al cliente que antes haya llegado. 

 
La disciplina de último en llegar, primero en servirse ULPS o LIFO (last in first out), también conocida como LCFS (last come first served) o pila: que consiste en atender primero al cliente que ha llegado el último. 

 
La de dar servicio en orden aleatorio SEOA o SIRO (service in random order), que selecciona a los clientes de forma aleatoria.
También, los clientes o servicios se pueden seleccionar en la cola con base en cierto orden de prioridad. Por ejemplo, los trabajos urgentes en una construcción se realizan antes que los trabajos normales.
El comportamiento de los clientes en espera juega un papel en el análisis de las líneas de espera. Los clientes “humanos” se pueden saltar de una cola a otra, tratando de reducir la espera. También pueden rehusar totalmente a la cola por haber esperado demasiado. Como se puede ver análogamente en los “clientes” o actividades en una construcción.
10.5  Costos de los modelos de colas. 

      
Un modelo de colas puede dividirse en sus dos componentes de mayor importancia, la cola y la instalación de servicio. Las llegadas son las unidades que entran en el modelo para recibir el servicio. Siempre se unen primero a la cola; si no hay línea de espera se dice que la cola esta vacía. De la cola, las llegadas van a la instalación de servicio de acuerdo con la disciplina de la cola, es decir, de acuerdo con la regla para decidir cuál de las llegadas se sirve después. El primero en llegar primero en ser servido es una regla común, pero podría servir con prioridades o siguiendo alguna otra regla. Una vez que se completa el servicio, las llegadas se convierten en salidas. 
Ambas componentes del sistema tienen costos asociados que deben de considerarse. 
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10.6    Costo de espera. 
 
Esperar significa desperdicio de algún recurso activo que bien se puede aprovechar en otra cosa y esta dado por: 
Costo total de espera = Cw × L


Donde Cw = costo de espera por hora (en Bolivianos) por llegada por unidad de tiempo y L= longitud promedio de la línea. 

10.7    Sistema de costo mínimo. 

      
Aquí hay que tomar en cuenta que para tasas bajas de servicio, se experimenta largas colas y costos de espera muy altos. Conforme aumenta el servicio disminuyen los costos de espera, pero aumenta el costo de servicio y el costo total disminuye, sin embargo, finalmente se llega a un punto de disminución en el rendimiento. Entonces el propósito es encontrar el balance adecuado para que el costo total sea el mínimo.
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Figura 10.1
Modelo  de decisión para línea de espera basado en costo


Se puede analizar los resultados del análisis de colas en el contexto de un modelo de optimización de costos, en el que la suma de los costos de ofrecer el servicio y de esperar se reduzca al mínimo. La figura 10.1 representa un modelo característico de costo (en Bolivianos por unidad de tiempo), en el que el costo del servicio aumenta al incrementar el nivel del servicio. El obstáculo principal para implementar los modelos de costo es que se pude dificultar la obtención de una estimado fiable del costo unitario de espera, en especial cuando el comportamiento humano influye sobre el funcionamiento del caso.
10.8 Estructuras típicas. 

      
Las llegadas pueden ser personas, cartas, carros, incendios, ensambles intermedios en una fábrica, etc. En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de varios sistemas de colas. 
  
Ejemplos de sistemas de colas:  

	Situación
	Llegadas
	Cola
	Mecanismo de Servicio

	Aeropuerto
	Aviones
	Aviones en carreteo
	Pista

	Aeropuerto
	Pasajeros
	Sala de espera
	Avión

	Depto. de bomberos
	Alarmas de incendio
	Incendios
	Depto. De Bomberos.

	Compañía telefónica
	Números marcados
	Llamadas
	Conmutador

	Lavado de carros
	Autos
	Autos sucios
	Mecanismo de lavado

	La corte
	Casos
	Casos atrasados
	Juez

	Panadería
	Clientes
	Clientes con números
	Vendedor

	Carga de camiones
	Camiones
	Camiones en espera
	Muelle de carga

	Oficina de correos
	Cartas
	Buzón
	Empleados por correos

	Crucero
	Autos
	Autos en línea
	Crucero

	Fábrica
	Sub-ensamble
	Inventario en proceso
	Estación de trabajo.

	Cartas de negocios
	Notas de dictado
	Cartas para mecanografiar
	Secretaria

	Reproducción
	Pedidos
	Trabajos
	Copiadoras

	Hospital
	Pacientes
	Personas enfermas
	Hospital



Permitiendo que varíen el número de colas y el número de servidores, pueden hacerse los diagramas de los cuatro tipos de sistemas en la figura 10.2. Cada línea de espera individual y cada servidor individual se muestran por separado. 

El primer sistema que se muestra en la figura 10.2, se llama un sistema de un servidor y una cola o puede describir un lavado de carros automático o un muelle de descarga de un solo lugar. El segundo, una línea con múltiples servidores, es típico de una peluquería o una panadería en donde los clientes toman un número al entrar y se les sirve cuando llega el turno. El tercer sistema, aquél en que cada servidor tiene una línea de separada, es característico de los bancos y las tiendas de autoservicio. El cuarto sistema, es una línea con servidores en serie, puede describir una fábrica o una construcción. 
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Figura 10.2

Modelos de sistemas de colas
10.9    Papel de la distribución exponencial
En la mayor parte de los casos de colas, la llegada de los clientes se hace en una  forma totalmente aleatoria. Aleatoriedad quiere decir que la ocurrencia de un evento (por ejemplo, el inicio o “llegada” de un evento o la terminación de un servicio) no esta influido por el tiempo que haya transcurrido desde la ocurrencia del evento anterior.


Los tiempos aleatorios entre llegadas se describen en forma cuantitativa, en los modelos de colas, con la distribución exponencial, la cual se define a continuación:


[image: image4.wmf]0

,

)

(

>

=

-

t

e

t

f

t

l

l



También se sabe que para la distribución exponencial
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El hecho de de que la distribución exponencial sea totalmente aleatoria se ilustra con el ejemplo siguiente: si ahora son las 8:20 AM y la última fue a las 8:02 A.M., la probabilidad de que la siguiente llegada sea a las 8:29 es una función solo de las 8:20 a las 8:29, y es totalmente independiente del tiempo que haya transcurrido desde la ocurrencia del último evento (de las 8:02 a las 8:20). A este resultado se le llama amnesia o falta de memoria  de la exponencial.

Dada la distribución exponencial 
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 que representa el tiempo t entre eventos sucesivos, si S es el intervalo desde la ocurrencia del último evento, la propiedad de amnesia implica que
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Para demostrar este resultado se observa que la exponencial con media 
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Así,
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Ejemplo de aplicación 10.2

Una máquina en servicio para una constructora tiene una unidad de reserva para sustituirla de inmediato cuando falle. El “tiempo a la falla” (tiempo entre fallas) de la máquina (o de su unidad de reserva) es exponencial y sucede cada 40 minutos, en promedio. El operador de la máquina dice que esta “tiene la costumbre” de descomponerse cada noche a eso de las 8:30 p.m. analizar lo que dice el operador.

La tasa promedio de fallas de la máquina es 
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= 1.5 fallas por hora. Así, la distribución exponencial del tiempo a la falla es
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En cuanto a lo que dice el operador, ya se que no puede ser correcto, por que se opone al hecho de que el tiempo entre fallas es exponencial y, en consecuencia, es totalmente aleatorio. La probabilidad de que una falla suceda a las 8:30 P.M., no se puede usar para respaldar ni refutar esa afirmación, por el valor de esa probabilidad depende de la hora del día (en relación con las 8:30 P.M.) con la que se calcula. Por ejemplo, si ahora son las 8:20 P.M., la probabilidad de que lo que dice el operador se cierto esta noche es:
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Que es baja. Si en este momento son las 7:00 P.M., la probabilidad de que suceda una falla a las 8:30 P.M. aumenta hasta aproximadamente 0.9 (compruébelo). Estos 2 valores extremos indican que no se puede analizar la afirmación del operador con base en estimaciones de probabilidad, y que se debe confiar en las características de la distribución exponencial (aleatoriedad total) para refutar la afirmación.
10.10    Modelos con nacimientos puros y muertes puras (relación entre las distribuciones exponenciales y de poisson)

En esta sección se describen dos situaciones en las colas: la primera es un modelo de nacimientos(s) puro(s), en el que solo permiten llegadas y el segundo es el modelo de muertes(s) pura(s), en el que solo se permiten salidas. 

La distribución exponencial se usa para describir el tiempo entre llegadas en el modelo de nacimiento puro, y el tiempo entre salidas con el modelo de muerte pura. 

10.10.1 Modelos de nacimientos puros

Se define:


Po (t) = probabilidad de que no haya llegadas durante un espacio de tiempo t

Como el tiempo entre llegadas es exponencial, y la frecuencia de llagadas es λ clientes por unidad de tiempo, entonces



Po (t) 
= P {tiempo entre llegadas ≥ t}



= 1 – P {tiempo entre llegadas ≤ t}




= 
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Para un intervalo suficientemente pequeño h > 0,
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La distribución exponencial se basa en la hipótesis que durante un tiempo suficientemente pequeño h > 0, puede presentarse cuando mucho una llegada. Así, cuando h→0,
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Este resultado indica que la probabilidad de una llegada durante h es directamente proporcional a h, y que la frecuencia de llegadas λ es la constante de proporcionalidad.
Para deducir la distribución de la cantidad de llegadas durante un periodo t, cuando el tiempo entre llegadas es exponencial con promedio 
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Para una 
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En la primera ecuación se realizan n llegadas durante 
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, si hay n llegadas durante t y no haya llegadas durante h, o n – 1 llegadas durante t y una llegada durante h. no se permite ninguna otra combinación porque, según la distribución exponencial, cuando mucho puede haber una llegada durante un periodo h muy pequeño. La ley de producto de probabilidades se puede aplicar al lado derecho de la ecuación, por que las llegadas son independientes. Para la segunda ecuación, solo puede haber cero llegadas durante t + h si no hay llegadas durante t y durante h.

Al rearreglar los términos y tender limites cuando h → 0, se obtiene
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En donde 
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La solución de estas ecuaciones en diferencias y diferenciales es
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Es una distribución de Poisson, con media 
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Este resultado indica que si el tiempo entre llegadas es exponencial con media 
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 la cantidad de llagadas durante un periodo t especifico tiene distribución de Poisson con media 
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         Las fuertes relaciones entre las distribuciones exponenciales y de poisson, para una frecuencia de λ llegadas por unidad de tiempo se pueden resumir como sigue:

	
	Exponencial
	De Poisson

	Variable aleatoria
	Tiempo t entre llegadas sucesivas
	Cantidad n de llegadas durante un periodo especifico T.

	Intervalo
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	n = 0, 1, 2, …

	Función de densidad
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	Valor de la media
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	Probabilidad acumulada
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	P (no haya llegadas durante el periodo A)
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Ejemplo de aplicación 10.3

Los niños nacen en una población poco poblado, con una frecuencia de un nacimiento cada 12 minutos. El tiempo entre nacimiento sigue una distribución exponencial. Determinar lo siguiente

a. La cantidad promedio de nacimientos por año.

b. La probabilidad de que no haya nacimientos en cualquier día.

c. La probabilidad de emitir 50 certificados de nacimientos en 3 horas, cuando se emitieron 40 certificados durante las primeras 2 horas del periodo de 3 horas.

La tasa diaria de nacimientos se calcula como sigue:
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Los nacimientos anuales en la población son:
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La probabilidad de que no haya nacimientos en algún día se calcula con la distribución de Poisson:
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Para calcular la probabilidad de emitir 50 certificados en 3 horas, cuando se han emitido ya 40 certificados en las 2 primeras horas, equivale atener 10 (= 50 – 40) nacimientos en (= 3 – 2) hora. Como 
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10.10.2 Modelos de muertes puras
En el modelo de muerte(s) pura(s), el sistema comienza con N clientes cuando el tiempo es 0, y no se permiten más llegadas. Las salidas se hacen con la frecuencia de µ clientes por unidad de tiempo. Para deducir las ecuaciones en diferencias y diferenciales para la probabilidad 
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Cuando h→0, se obtiene
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La solución de esas ecuaciones es la distribución truncada de poisson:
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Ejemplo de aplicación 10.4
La cantera Florero en Punata vende 18 m3 de arena cada semana. En promedio, la cantera vende 3 m3 por día, pero la demanda sigue en realidad una distribución de Poisson. Siempre que la existencia llega a 5 m3 (o menos), se coloca un pedido nuevo de 18 m3 para la entrega  al principio de la semana siguiente. Por la naturaleza de la mercancía, toda la arena que queda al final de la semana se acumula. Determinar lo siguiente:
a) La probabilidad de colocar un pedido en cualquier día de la semana.

b) La cantidad promedio de m3 de arena que se acumulan al final de la semana.
Como las compras se hacen con una frecuencia de µ = 3 docenas diarias, la probabilidad de colocar un pedido al final del día t es.
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Al usar la opción de escenarios múltiple de TORA, los datos correspondientes al modelo de muertes puras que corresponden a t = 1, 2,…..y 7 se capturan como sigue
	Escenario
	Lambda
	Mu
	c
	Límite del sistema
	Límite de la fuente

	1

2

3

4

5

6

7
	0

0

0

0

0

0

0
	3

6

9

12

45

18

21
	1

1

1

1

1

1

1
	18

1

18

18

18

18

18
	18

18

18

18

18

18

18



Los resultados que se buscan se resumen como sigue en TORA.
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La cantidad promedio de m3 de arena que se acumulan al final de la semana (t = 7), se calcula con Tora como sigue:
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10.11 Modelo generalizado de cola de Poisson

En esta sección se enuncia un modelo general de cola donde se combinan llegadas y salidas, basándose en la hipótesis de Poisson: los tiempos entre llegadas y de servicio tienen una distribución exponencial. El modelo es la base para deducir modelos de Poisson especializados, que se verán en la sección 10.12. 

El desarrollo del modelo generalizado se basa en el comportamiento a largo plazo, o de estado estable, de cola, que se alcanza después de que el sistema ha estado funcionando durante un tiempo suficientemente largo. Esta clase de análisis contrasta con el comportamiento transitorio (de calentamiento) que prevalece durante el inicio de funcionamiento del sistema. Una razón para no describir el comportamiento transitorio en este capítulo es su complejidad analítica. Otra es que el estudio de la mayor parte de los casos de líneas de espera sucede bajo condiciones de estado estable.

En el modelo generalizado supone que las frecuencias tanto de llegada como de salida dependen del estado, y eso quiere decir que dependen de la cantidad de clientes en la instalación de servicio. Por ejemplo, en la caseta de cobro de una autopista, los empleados tienden a acelerar el cobro durante las horas pico. Otro ejemplo, se da en un taller, con determinada cantidad de máquinas, cuando se disminuye la frecuencia de descomposturas, cuando aumenta la cantidad de máquinas descompuestas (porque solo las máquinas que trabajan son capaces de generar descomposturas nuevas).

Se definirá lo siguiente:
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El modelo generalizado define a Pn como función de λn y Pn. Después se usan esas probabilidades para determinar las medidas de funcionamiento del sistema, como la longitud promedio de la cola, el tiempo promedio de espera y la utilización promedio de la instalación.

Las probabilidades Pn se calculan usando el diagrama de frecuencia de transición (o “rapidez” o “tasa” de transición) de la figura 10.3. El sistema de cola está en el estado n cuando la cantidad de clientes en él es n. Como se explicó en la sección 10.9, la probabilidad de que suceda más de un evento durante un intervalo pequeño h, tiende a cero cuando h→0. Eso quiere decir que para n > 0, el estado n solo puede cambiar a dos estados posibles: n – 1 cuando hay una salida de frecuencia μn, y n + 1 cuando hay una llegada con la frecuencia λn. El estado 0 sólo puede cambiar al estado 1 cuando hay una llegada con la frecuencia λ0. Observe que μ0 no esta definida, porque no pueden haber salidas si el sistema está vació. 
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Figura 10.3

Diagrama de  transición en colas de poisson

Bajo condiciones de estado estable, para n > 0, las tasas esperadas de flujo de entrada y de salida del estado n deben ser iguales. Con base en el hecho que el estado n sólo puede cambiar a los estados n – 1 y n + 1, se obtiene:
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De igual manera,
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Al igualar las dos frecuencias se obtiene la siguiente ecuación de balance:
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En la figura 10.3 se ve que la ecuación de balance asociada con n = 0 es 
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Las ecuaciones de balance se resuelven recursivamente en función de P0 como sigue: para n = 0.
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Después, para n = 1, 
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Se sustituyen 
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 y se simplifica, para obtener (¡compruébelo!).
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Se puede demostrar por inducción que, en general.
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El valor de P0 se determina con la ecuación 
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Ejemplo de aplicación 10.5
Coboce opera con tres mixers. El supervisor en obra usas el siguiente programa para determinar la cantidad de operarios de mixers, en función de la cantidad de m3 a necesitarse:

	Cantidad de m3 a necesitarse
	Cantidad de operarios de mixers

	1 a 3
	1

	4 a 6
	2

	más de 6
	3


  La cantidad de m3 a necesitarse sigue una distribución de Poisson con una frecuencia media de 10 por hora. El tiempo promedio de mezclado de un m3 a necesitarse  es exponencial, con 12 minutos de promedio. Calcular la probabilidad P de estado estable de que haya n m3 a necesitarse.

De la información del problema se tiene que:
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Entonces:


El valor de P0 se determina con la ecuación,
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O bien, lo que es igual, 
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Se aplica la fórmula de la suma de unas serie geométrica
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Para obtener:
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En consecuencia P0 =
[image: image77.wmf]55
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Conocida P0, ya se puede determinar cualquiera de las probabilidades del problema. Por ejemplo, la probabilidad de que solo haya un mixer funcionado se calcula como la de que haya 1 y 3 m3 a necesitarse en el sistema, esto es 
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Se puede usar Pn, para determinar medidas de funcionamiento, o de eficiencia, para el caso de Coboce. Por ejemplo,
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10.12 Colas especializadas de Poisson

La figura 10.4 muestra el caso especial de colas de Poisson cunado hay c servidores en paralelo. Un cliente en espera se selecciona de la cola para iniciar su servicio en el primer servidor disponible. La frecuencia de llegadas al sistema es λ clientes por unidad de tiempo. Todos los servidores están en paralelo y son idénticos, lo que quiere decir que la tasa de servicio en cualquier servidor es μ clientes por unidad de tiempo. La cantidad de clientes en el sistema incluye, por definición, los que hay en el servicio y los que esperan en la cola.
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Figura 10.4
Esquema de un sistema de cola con c servidores en paralelo

Una notación cómoda para resumir las características de la cola son las que se muestra  en la figura 10.4  y tiene el siguiente formato:

(a/b/c) : (d/e/f)

    En donde:


a = Distribución de las llegadas


b = Distribución de las salidas (o del tiempo de servicio)


c = Cantidad de servidores en paralelo (= 1, 2,..., ∞)


d = Disciplina de la cola


e = Cantidad máxima (finita o infinita) admisible en el sistema (en la cola 

       más en servicio)


f = Tamaño de la fuente (finito o infinito)

Las notaciones normales o estándar para representar las distribuciones de llegadas y de salidas (símbolos a y b) son:


M = Distribución de Markov (o de Poisson) de las llegadas o de las salidas 

        (o lo que es igual, distribución exponencial del tiempo entre llegadas o                                  
                    tiempo de servicio) 


D = Tiempo constante (determinístico)  


Ek = Distribución de Erlang o gamma del tiempo (o bien, la suma de 


        distribuciones exponenciales independientes)


GI = Distribución general del tiempo entre llegadas 


 G = Distribución general del tiempo de servicio

Entre la notación de disciplinas de cola (símbolo d) están:


PLPS = Primero en llegar, primero en ser servido.


ULPS = Último en llegar, primero en ser servido


SEOA = Servicio en orden aleatorio


     DG = Disciplina en general (es decir, cualquier tipo de disciplina)

Para ilustrar el empleo de la notación, del modelo (M/D/10): (DG/20/∞)  se usa llegada de Poisson (o tiempo entre llegadas exponencial), tiempo constante de servicio y 10 servidores en paralelo. La disciplina de la cola es DG y hay un límite de 20 clientes en todo el sistema. El tamaño de la fuente desde donde llegan los clientes es infinito.

Como nota histórica, los tres primeros elementos de la notación (a/b/c) fueron inventados por D.G. Kendall en 1953, y en las publicaciones se llaman notación de Kendall. Después, en 1966 A.M. Lee agregó los símbolos d y e. Yo agregué el último elemento, el símbolo f, en 1969.

Antes de presentar los detalles de las colas de Poisson especializadas, indicaremos cómo se pueden deducir las medidas de eficiencia en estado estable, para el caso de colas generalizadas, a partir de las probabilidades de estado estable Pn, descritas en la sección 10.11. 

10.12.1    Medidas de desempeño en estado estacionario
Las mediadas de desempeño, eficiencia o funcionamiento de una cola son:


Ls = Cantidad esperada de clientes en el sistema


Lq = Cantidad esperada de clientes en la cola


Ws = Tiempo esperado de espera en el sistema


Wq = Tiempo esperado de espera en la cola


  
[image: image81.wmf]c

 = Cantidad esperada de servidores ocupados

Recuerde que el sistema abarca tanto a la cola como a la instalación de servicio.

Ahora indicaremos como se deducen (en forma directa o indirecta) esas medidas a partir de la probabilidad Pn de estado estable de que haya n en el sistema. En forma especifica, son:
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La relación entre Ls y Ws (también Lq y Wq) se llama fórmula de Little, y es la siguiente:
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Estas relaciones son validas bajo condiciones bastante generales. El parámetro λef es la frecuencia efectiva de llegada al sistema. Es igual a la tasa (nominal) de llegada λ cuando todos los clientes que llegan se unen al sistema. En caso contrario, si algunos clientes no se pueden unir porque el sistema está lleno (por ejemplo, un estacionamiento), entonces λef < λ. Más adelante mostraremos cómo determinar λef.

También hay una relación directa entre Ws y Wq. Por definición, 
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Esto se traduce a 
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A continuación se puede relacionar Ls con Lq, multiplicando ambos lados de la última ecuación por λef, y junto con la fórmula de Little se obtiene
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Por definición, la diferencia entre la cantidad promedio en el sistema, Ls y la cantidad promedio en la cola, Lq, debe ser igual a la cantidad promedio de servidores ocupados, c. Entonces,
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Por lo anterior, entonces,
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Ejemplo de aplicación 10.6 
El estacionamiento de las visitas de S.N.C. se limita sólo a cinco puestos. Los automóviles que lo usan llegan siguiendo una distribución de Poisson con frecuencia de cinco por hora. El tiempo de estacionamiento tiene distribución exponencial con 30 minutos de promedio. Las visitas que no pueden encontrar un lugar vació inmediatamente cuando llegan pueden esperar provisionalmente dentro del estacionamiento hasta que salga un automóvil estacionado. Los puestos provisionales solo pueden contener tres vehículos.
Otros vehículos que no se puedan estacionar ni encontrar un espacio de espera temporal se deben ir a otra parte. Determinar lo siguiente:

a. La probabilidad Pn de que haya n automóviles en el sistema.

b. La frecuencia efectiva de llegada para automóviles que usen en realidad el estacionamiento.

c. La cantidad promedio de automóviles en el estacionamiento.

d. El tiempo promedio que espera un automóvil hasta que haya un cajón libre dentro el estacionamiento.

e. La cantidad promedio de puestos de estacionamiento ocupados.

f. La utilización promedio de ese estacionamiento.

Primero se observa que un cajón de estacionamiento funciona como servidor, y entonces el sistema tiene un total de c = 5 servidores en paralelo. También, que la capacidad máxima del sistema es 5 + 3 = 8 automóviles.

Se puede calcular la probabilidad Pn como caso especial del modelo generalizado de la sección 10.11. En forma especifica se tiene que
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De acuerdo con la sección 10.11,
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Figura 10.5

Relación entre 
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El valor de P0 se calcula sustituyendo Pn, n = 1, 2,..., 8, en la siguiente ecuación: 
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Esto da como resultado P0 = 0.04812 (¡compruébelo!). A partir de P0 ya se pueden calcular P1 a P8, y los resultados son

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Pn
	0.14436
	0.21654
	0.21654
	0.16240
	0.09744
	0.05847
	0.03508
	0.02105


La tasa efectiva de llegada λef, se puede calcular si se observa el esquema de la figura 10.5, donde los clientes llegan desde la fuente con la frecuencia λ automóviles por hora. Un auto que llega puede entrar al estacionamiento o irse a otro lado, con las frecuencias respectivas λef o λperdido, lo que significa que λ = λef + λperdido. Un automóvil no podrá entrar al estacionamiento si ya están 8 automóviles en él. Eso quiere decir que la proporción de vehículos que no pueden entrar al lote es P8. Entonces,
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La cantidad promedio de vehículos en el estacionamiento (lo que esperan o los que ocupan un cajón) es iguala Ls, la cantidad promedio en el sistema. Se puede calcular Ls a partir de Pn como sigue:
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Un automóvil que espera en los puestos provisionales en realidad es uno en una línea de espera. Entonces, su tiempo de espera a que haya un cajón vació es Wq. Para determinar Wq se usara la ecuación 
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Así, 
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La cantidad promedio de puestos ocupados es la misma que la cantidad promedio de servidores ocupados,
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De 
[image: image104.wmf]c

 se obtiene 
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10.12.2    Modelos con un supervisor
En esta sección se presentan dos modelos para el caso en que hay un solo servidor (c = 1). En el primer modelo no se establece limite para la cantidad máxima en le sistema, y en el segundo se supone un limite finito del sistema. Ambos modelos suponen una fuente de capacidad infinita. Las llegadas suceden con la frecuencia de λ clientes por unidad de tiempo, y la tasa de servicio es μ clientes por unidad de tiempo.

Los resultados de los dos modelos (y en realidad de todos los modelos restantes de la sección 10.12) se deducen como casos especiales del modelo generalizado de la sección 10.11.

Se usará la notación de Kendall para resumir las características de cada caso. Como las deducciones  de Pn en la sección 10.11 y de todas las medidas de desempeño en la sección 10.12.1 son totalmente independientes son de determinada disciplina de cola, se usará el símbolo DG (disciplina general) con la notación.

(M/M/1) : (DG/∞/∞). Con la notación del modelo generalizado se tiene que
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También, λef = λ y λperdido = 0, porque todos los clientes que llegan pueden entrar al sistema.

Si 
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, la ecuación de Pn en el modelo generalizado se reduce entonces a:
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Para determinar el valor de P0 se usa la identidad.
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Suponiendo que ρ < 1, la serie geométrica tiene la suma finita 
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La fórmula general de Pn es entonces la de la siguiente distribución geométrica:
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La deducción matemática de Pn impone la condición que ρ < 1 o que λ < μ. Si λ ≥ μ, la serie geométrica no converge, y no existirán las probabilidades de Pn de estado estable. Este resultado tiene sentido, intuitivamente, porque a menos que la tasa de servicio sea mayor que la frecuencia de llegada, la cola crece en forma indefinida.

La medida de desempeño Lq se puede deducir como sigue:  
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Como λef = λ para este caso, las medidas restantes de desempeño se calculan con las ecuaciones de la sección 10.12.1. Así, 
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Ejemplo de aplicación 10.7
En la construcción de un camino vecinal solo tiene un banco de préstamo de arena y grava, el cual cuenta con una retroexcavadora. Las volquetas llegan siguiendo una distribución de Poisson, con 4 volquetas por hora que pueden aguardar en un lugar de estacionamiento, si el lugar del carga esta ocupado. El tiempo para entrar, cargar y salir de una volqueta es exponencial, con 10 minutos de promedio. Las volquetas que no se pueden estacionar en la instalación pueden esperar en el arroyo junto al camino. Eso quiere decir que para todo fin práctico no hay límite del tamaño del sistema. El residente de obra de la construcción desea determinar el tamaño del estacionamiento.

Para este caso λ = 4 volquetas por hora y μ = 
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, el sistema puede funcionar en condiciones de estado estable.

Los datos de este modelo para TORA son 

	Lambda
	Mu
	c
	Limite del sistema
	Limite de la fuente

	4
	6
	1
	infinito
	infinito


En la figura 10.6 se ven los resultados de este problema.

Estos resultados indican que la cantidad promedio de volquetas en la cola Lq, es 1.33. No recomendamos usar Lq como única base para determinar los puestos de estacionamiento, porque le diseño debe reflejar hasta cierto punto, la longitud máxima posible de la cola. 
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Figura 10.6

Resultados del ejemplo de aplicación obtenidos con TORA

Por ejemplo, podrá ser más factible diseñar el estacionamiento de tal modo que una volqueta que llegue encuentre lugar al menos el 90% de las veces.

Sea K la cantidad de puestos de estacionamiento. Tener K puestos equivale a tener K + 1 lugares en el sistema (en la cola y en la cola de carga). Una volqueta que llega encontrara un cajón el 90 % de las veces si hay cuando mucho K volquetas en el sistema. Esta condición equivale al siguiente enunciado de probabilidades:
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En la figura 10.6 se ve que los valores acumulados de Pn son 0.86831 y 0.91221 para n = 4 y n = 5, respectivamente. Eso quiere decir que la condición se satisface con K ≥ 5 puestos de estacionamiento.

La cantidad K de espacios también se puede determinar usando la definición matemática de Pn, esto es, 
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La suma de la serie geométrica truncada es igual a
[image: image125.wmf]r

r

-

-

+

1

1

1

K

. Entonces, la condición se reduce a 
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Al simplificar la desigualdad se obtiene
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10.13  Otros modelos de cola

Las secciones anteriores se concentraron en modelos de colas de Poisson. Las publicaciones sobre las colas contienen abundancia de otros modelos. En especial, las colas con prioridad de servicio, colas de red y colas no de Poisson, forman una parte importante de este campo. Esos modelos se pueden encontrar en la mayor parte de los libros especializados en teoría de colas.

10.14  Modelos de decisión con colas 
El nivel de servicio de una instalación con líneas de espera es una función de la tasa de servicio μ y de la cantidad de servidores en paralelo c. En esta sección se presentan dos modelos de decisión para determinar los niveles de servicio “adecuados” para sistemas de colas: 1) un modelo de costo y 2) un modelo de nivel de aspiración. En ambos modelos se reconoce que los mayores niveles de servicio reducen el tiempo de espera en el sistema. Los dos modelos tratan de llegar a un notable balance entre los factores opuestos, de nivel de servicio y de espera

10.14.1 Modelos de costos.
En los modelos de costo se trata de balancear dos costos opuestos:

1. El costo de ofrecer el servicio

2. El costo de demorar la oferta del servicio (el tiempo de espera del cliente)

Las dos clases de costo se contraponen, porque al aumentar una se reduce la otra automáticamente, como se ve en la figura 10.1.

Si x = (μ o c) representa el nivel de servicio, se puede expresar como sigue el modelo de costo:
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En donde:


ETC = Costo total esperado por unidad de tiempo


EOC = Costo esperado del funcionamiento de la instalación por unidad de 
                         tiempo


EWC = Costo esperado de la espera por unidad de tiempo.

Las formas más sencillas de EOC y EWC son las siguientes funciones lineales:
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En donde


C1 = Costo por unidad de x por unidad de tiempo


C2 = Costo de la espera por unidad de tiempo por cada cliente que espera

En los dos ejemplos que siguen se explica el uso del modelo de costo. En el primero se supone que x es igual a la tasa de servicio μ, y en el segundo se supone que x es igual a la cantidad de servidores en paralelo, c.

10.14.2 Modelo de nivel de aspiración

La viabilidad del modelo de costo depende de lo bien que se pueda estimar los parámetros de costo. En general es difícil estimarlo, en especial el relacionado con el tiempo de espera de los clientes. El modelo de aspiración alivia esta dificultad al trabajar en forma directa con las medidas de desempeño de la cola que se trate. La idea es determinar un intervalo aceptable de nivel de servicio (μ o c) especificando limites razonables de medidas contrapuestas de desempeño. Esos límites son los niveles de aspiración que desea lograr quien toma las decisiones.

Ilustraremos el procedimiento aplicándolo al modelo de varios servidores donde se desea determinar una cantidad c “Aceptable” de servidores. Esto se hace teniendo en cuenta las dos medidas (contrapuestas) de desempeño.

1. El tiempo promedio en el sistema Ws.

2. El porcentaje de inactividad de los servidores, X.

El valor de Ws se puede calcular usando TORA. El porcentaje de inactividad se puede calcular como sigue:
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Figura 10.7
Aplicación de niveles de aspiracion 

En la toma de decisiones en línea de espera

El problema se reduce a determinar la cantidad c de servidores tal que:
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En donde α y β son los niveles de aspiración especificados por quien toma las decisiones. Por ejemplo, se puede estipular que α = 3 y β = 10 por ciento.

Se puede determinar la solución del problema haciendo una gráfica de Ws y X en función de c, como la de la figura 10.7. Al ubicar α y β en la gráfica se puede determinar de inmediato un intervalo aceptable c*. Si no se pueden satisfacer las dos condiciones al mismo tiempo, habrá que aflojar una o ambas, para poder determinar un intervalo factible.

10.15  Problemas propuestos

1. Supongamos que un sistema de colas tiene dos sirvientes, distribución de tiempo entre llegadas exponenciales, de media 2 horas, y distribución de tiempos de servicio exponencial de media 2 horas. Sabemos que un cliente ha llegado a las 12:00 de mediodía.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la siguiente llegada sea antes de la 1:00pm?, ¿Entre 1:00 PM y 2:00 PM?, ¿Después de las 2:00pm?

b) Supongamos que no llegan más clientes antes de la 1:00 PM ¿Cuál es la probabilidad de que la siguiente llegada sea entre 1:00pm y 2:00pm?

c) ¿Cual es la probabilidad de que el número de llegadas entre 1:00pm y 2:00pm sea cero?, ¿Uno?, ¿Dos o más?
d) Supongamos que a la 1:00pm ambos sirvientes están atendiendo clientes. ¿Cual es la probabilidad de que ninguno de los 2 clientes haya completado su servicio antes de las 2:00 PM?, ¿Antes de la 1:10pm?, ¿Antes de la 1:01pm?
2. El Servicio Hidrológico de la Comunidad Autónoma de X planea construir un embalse para regular la cuenca de uno de sus ríos con el objetivo de satisfacer los requerimientos de agua para regadío. La capacidad máxima del embalse previsto será de 4.000.000 m3, o, de manera abreviada 4 unidades de agua (1 unidad de agua = 1.000.000 m3).

Antes de proceder a la construcción el Servicio desearía tener alguna idea sobre la efectividad del mismo a largo plazo. Para ello se ha llevado a cabo un estudio sobre los volúmenes semanales de agua aportados por el río, encontrándose con que pueden aproximarse por medio de la siguiente distribución de probabilidad discreta:

	Aportación semanal

en unidades de agua
	2
	3
	4
	5

	Probabilidad
	0.3
	0.4
	0.2
	0.1


3. El Servicio está considerando la posibilidad de contratos de regadío que requerirán el consumo de 2 unidades de agua por semana, pero adicionalmente, para mantener los estándares de calidad del agua para otros usos, deberá dejar salir al menos 1 unidad de agua por semana. Por lo tanto el objetivo semanal será dejar salir 3 unidades de agua. Si el estado del embalse (nivel del embalse) más la aportación de agua del rió es menor que esta cantidad se tendrá que dejar salir menos agua, afectando la carencia a los regadíos. Si el embalse está lleno, cualquier exceso será vertido por los aliviaderos. El nivel mínimo admitido del embalse (estado mínimo) no podrá ser inferior a una unidad de agua.

a) Representar el diagrama de transiciones, encontrar la matriz de probabilidades de transición, y comprobar que se trata de un proceso markoviano.

b) Supuesto el embalse en el estado mínimo con 1 unidad de agua, ¿Cuántas semanas tardará, en promedio, en volver a estar en la misma situación?
c) Suponiendo que la primera semana partimos de una situación en la que se embalsaban 3 unidades de agua ¿Cual es la probabilidad de que dos semanas después se encuentre al mínimo?
4. Una estación de servicio tiene una bomba de gasolina. Los coches que requieren servicio llegan según un proceso de Poisson con una tasa media de 20 vehículos por hora. Si la bomba está ocupada los clientes potenciales pueden marcharse para ser atendidos en otra estación. En particular, si hay n coches en la estación, la probabilidad de que un cliente potencial se marche es de n / 5 para n = 1,2,3,4,5. El tiempo requerido para servir un coche es de 3 minutos, en promedio, exponencialmente distribuidos.

a) Identificar el modelo de colas y calcular el porcentaje de clientes perdidos. 

b) Calcular el tiempo medio de permanencia en el sistema

c) ¿Cual sería la ventaja si hubiesen 2 bombas de gasolina?
10.16 Bibliografía
· INVESTIGACIÓN DE OPERACIONES – Hamdy A. Taha [Séptima Edición]

· INVESTIGACIÓN DE OPERACIONES – Moskowitz, Herbert; Wrigth, Gordon P.

· INTRODUCCIÓN A LA INVESTIGACIÓN DE OPERACIONES – Frederick S. Hillier, Gerald J. Lieberman. [Sexta Edición] 

10.17 Enlaces 

· http://www.elprisma.com/apuntes/curso.asp?id=8921
· http://www.itlp.edu.mx/publica/tutoriales/investoper2/
· http://www.elprisma.com/apuntes/apuntes.asp?page=22&categoria=604

· http://www.elprisma.com/apuntes/curso.asp?id=5892
� EMBED Equation.3  ���








PAGE  
349
[image: image135.wmf],...

8

 

,

7

   

,

3

2

8

15

10

10

10

5

10

8

10

10

5

10

8

10

10

5

10

8

10

10

5

10

8

5

10

4

5

10

2

5

10

0

6

0

6

3

3

0

0

3

3

6

0

0

2

3

5

0

0

3

4

0

0

3

3

0

0

2

2

0

0

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

-

n

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

n

n

n



_1193659312.unknown

_1193729519.unknown

_1193747937.unknown

_1193751063.unknown

_1193811398.unknown

_1200764916.unknown

_1201504313.unknown

_1207237085.unknown

_1200765016.unknown

_1200765991.unknown

_1200762006.unknown

_1200764266.unknown

_1193813135.unknown

_1193813344.unknown

_1193811443.unknown

_1193751541.unknown

_1193752780.unknown

_1193753026.unknown

_1193753027.unknown

_1193752884.unknown

_1193752575.unknown

_1193751514.unknown

_1193750279.unknown

_1193750630.unknown

_1193750681.unknown

_1193750534.unknown

_1193749415.unknown

_1193750198.unknown

_1193749336.unknown

_1193737025.unknown

_1193745379.unknown

_1193747583.unknown

_1193747639.unknown

_1193746568.unknown

_1193737174.unknown

_1193737216.unknown

_1193737160.unknown

_1193731164.unknown

_1193734660.unknown

_1193736874.unknown

_1193736660.unknown

_1193731356.unknown

_1193730006.unknown

_1193731069.unknown

_1193729590.unknown

_1193660584.unknown

_1193679973.unknown

_1193680188.unknown

_1193680338.unknown

_1193680805.unknown

_1193680883.unknown

_1193681303.unknown

_1193680575.unknown

_1193680291.unknown

_1193680093.unknown

_1193680136.unknown

_1193680069.unknown

_1193679864.unknown

_1193679919.unknown

_1193660636.unknown

_1193660299.unknown

_1193660405.unknown

_1193660509.unknown

_1193660327.unknown

_1193659654.unknown

_1193659983.unknown

_1193659593.unknown

_1193574709.unknown

_1193599877.unknown

_1193647375.unknown

_1193649856.unknown

_1193657961.unknown

_1193659160.unknown

_1193659311.unknown

_1193658345.unknown

_1193657825.unknown

_1193657875.unknown

_1193650949.unknown

_1193651277.unknown

_1193649894.unknown

_1193648065.unknown

_1193648142.unknown

_1193649517.unknown

_1193648082.unknown

_1193647632.unknown

_1193647919.unknown

_1193647562.unknown

_1193647270.unknown

_1193647314.unknown

_1193647340.unknown

_1193647282.unknown

_1193644903.unknown

_1193645210.unknown

_1193645449.unknown

_1193645880.unknown

_1193645282.unknown

_1193645034.unknown

_1193599909.unknown

_1193599557.unknown

_1193599766.unknown

_1193599823.unknown

_1193599594.unknown

_1193599368.unknown

_1193599429.unknown

_1193574891.unknown

_1193575398.unknown

_1193598865.unknown

_1193574978.unknown

_1193574729.unknown

_1193560522.unknown

_1193561035.unknown

_1193561302.unknown

_1193574070.unknown

_1193561133.unknown

_1193560783.unknown

_1193560993.unknown

_1193560670.unknown

_1193555882.unknown

_1193560402.unknown

_1193560409.unknown

_1193560381.unknown

_1193555446.unknown

_1193555716.unknown

_1193555191.unknown

